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1 Introduction

Une question essentielle de la topologie est la classi�cation des vari�et�es, qu'elles

soient topologiques ou di��erentiables.

La classi�cation en dimension 2 est connue depuis longtemps. A l'oppos�e,

en dimension sup�erieure ou �egale �a 5, le th�eor�eme du h-cobordisme de Smale

a�rme que deux vari�et�es h-cobordantes sont di��eomorphes. En revanche, dans

les dimensions interm�ediaires 3 et 4, la situation est moins claire.

En dimension 4, la classi�cation des vari�et�es di��erentiables simplement con-

nexes compactes (orientables) �a hom�eomorphisme pr�es se ram�ene �a celle des

formes quadratiques enti�eres : deux vari�et�es sont hom�eomorphes si et seulement

si leurs formes d'intersection sont isomorphes. En revanche, bien que toute forme

quadratique soit la forme d'intersection d'une vari�et�e topologique, il existe des

formes qui ne peuvent être r�ealis�ees par une vari�et�e di��erentiable.

On sait depuis les travaux de Donaldson [DK] que certaines vari�et�es to-

pologiques n'admettent pas de structure di��erentiable, et qu'inversement deux

vari�et�es hom�eomorphes ne sont pas n�ecessairement di��eomorphes.

Les polynômes de Donaldson, introduits au d�ebut des ann�ees 80, fournissent

des invariants des vari�et�es de dimension 4 qui vont au-del�a de la seule information

topologique, puisqu'ils permettent de di��erencier des vari�et�es qui ont même forme

d'intersection. Ces invariants, qui d�ecoulent de l'�etude des connexions anti-

autoduales, font intervenir le groupe de jauge non ab�elien SU(2), ce qui les rend

parfois d�elicats �a manipuler.

R�ecemment (1994), Seiberg et Witten ont introduit de nouveaux invari-

ants [W] dont l'utilisation est plus ais�ee. Ces invariants, et leurs propri�et�es

dans le cadre des vari�et�es symplectiques, sont l'objet du pr�esent m�emoire, qui

s'inspire essentiellement des travaux de Taubes ([T3], [T4]) et d'un texte r�edig�e

par Friedrich ([F]).
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2 Structures Spinc et spineurs

2.1 Structures Spinc

D�e�nition 2.1 - On appelle alg�ebre de Cli�ord de Rn euclidien, not�ee Cln, le

quotient de l'alg�ebre tensorielle T Rn par l'id�eal engendr�e par les x
 x+ kxk2:1
pour x 2 Rn.

L'espace vectoriel Rn se plonge dans Cln, et cette derni�ere est alors l'alg�ebre

�a unit�e engendr�ee par Rn avec les relations x:x = �kxk2. Par polarisation, on a

�egalement pour x et y �el�ements de Rn � Cln, x:y + y:x = �2hx; yi.
L'alg�ebre Cln est Z2-gradu�ee et se subdivise en �el�ements de longueur paire

(Cl0n) et impaire (Cl1n). En outre, l'application de l'alg�ebre ext�erieure ��Rn

dans Cln qui �a ei1 ^ : : : ^ eip associe ei1 : : : : :eip est un isomorphisme d'espaces

vectoriels.

En�n, on a le th�eor�eme de classi�cation des alg�ebres complexi��ees Cln 
 C :

Th�eor�eme 2.2 - Cl2k
 C �= End(C 2
k

) et Cl2k+1
 C �= End(C 2
k

)�End(C 2
k

).

On d�e�nit alors le groupe Spin(n) � Cl0n de la fa�con suivante.

D�e�nition 2.3 - Spin(n) = fx1: : : : :x2r; xi 2 Rn; kxik = 1g.

Proposition 2.4 - Pour tout �el�ement q 2 Spin(n) et v 2 Rn, q:v:q�1 2 Rn.
Ceci fournit une repr�esentation � : Spin(n) ! End(Rn) d�e�nie par �(q):v =

q:v:q�1. L'image de � est exactement SO(n), et son noyau est �1. Via �,

Spin(n) est donc un revêtement double de SO(n). En particulier si n � 3, c'est

le revêtement universel de SO(n).

On d�e�nit alors dans l'alg�ebre complexi��ee le groupe Spinc(n).

D�e�nition 2.5 - Spinc(n) = (Spin(n)� S1)=f�1g � Cln 
 C

On dispose d'une suite exacte

1!Z2! Spinc(n)
�c! SO(n)� S1 ! 1

donn�ee par �c([g; z]) = (�(g); z2) o�u � d�esigne le revêtement �a deux feuillets

de SO(n) par Spin(n). Cette suite exacte permet de d�e�nir une spinc structure

comme un rel�evement d'une SO(n)-structure.

D�e�nition 2.6 - Une spinc-structure sur une vari�et�e riemannienne orient�ee X

dot�ee du SO(n)-�br�e principal P des rep�eres orthonorm�es directs est la donn�ee

de :

(1) un S1-�br�e principal PU(1) sur X, ou de fa�con �equivalente via la repr�e-

sentation canonique de U(1), un �br�e en droites complexes L.

(2) un Spinc(n)-�br�e principal Q sur X qui est, �bre par �bre, un revêtement

double de P �X PU(1) via �
c.
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On peut alors caract�eriser de la fa�con suivante les �br�es en droites L qui

conviennent :

Proposition 2.7 - Un �br�e en droites L correspond �a une structure spinc sur

X si et seulement si c1(L) � w2(P )mod 2 dans H2(X;Z2).

Cette condition est beaucoup plus faible que l'existence d'une structure spin.

On peut montrer �a l'aide du th�eor�eme des coe�cients universels que sur une

vari�et�e compacte orientable de dimension 4, w2(P ) est toujours la r�eduction

modulo 2 d'une classe enti�ere, ce qui implique l'existence d'une structure spinc.

2.2 Fibr�e des spineurs

Soit X une vari�et�e de dimension paire n = 2k munie d'une structure spinc.

Spinc(n) � Cln 
 C �= End(�n) par le th�eor�eme 2.2. Spinc(n) poss�ede donc

une repr�esentation � : Spinc(n) ! U(�n), o�u �n est un C -espace vectoriel

de dimension 2k. La repr�esentation � est la restriction de la repr�esentation

irr�eductible Cln
C ! End(�n) (on appelle cette action sur �n la multiplication

de Cli�ord). Il est important de noter qu'�a cause de l'isomorphisme d'espaces

vectoriels exhib�e plus haut, l'alg�ebre ext�erieure agit aussi par multiplication de

Cli�ord.

La repr�esentation � permet d'associer au �br�e principal Q un �br�e vectoriel

complexe S de rang 2k appel�e �br�e des spineurs. Les �el�ements de l'alg�ebre de

Cli�ord, ainsi que les formes di��erentielles, agissent sur S par multiplication de

Cli�ord.

Soit maintenant l'�el�ement v = ik:e1:e2: : : : :en de Cln
 C . On a v2 = 1, donc

la multiplication de Cli�ord par v admet les deux valeurs propres �1. L'�el�ement
v commute avec tous les �el�ements pairs de l'alg�ebre de Cli�ord, et anticommute

avec les �el�ements impairs, et donc les deux sous-espaces propres, qui sont chacun

de dimension 2k�1, sont stables par les �el�ements pairs et sont �echang�es par les
�el�ements impairs. En particulier, comme Spinc(n) � Cl0

n

C , la repr�esentation �

de Spinc se scinde en deux sous-repr�esentations �� dont on peut montrer qu'elles

sont irr�eductibles.

Le �br�e des spineurs se d�ecompose en S = S+ � S�, S� correspondant �a la

repr�esentation �� de Spinc(n), c'est-�a-dire que v agit par +1 sur S+ et �1 sur

S�. Les �el�ements pairs de l'alg�ebre de Cli�ord pr�eservent cette d�ecomposition,

tandis que les �el�ements impairs permutent les deux facteurs.

Dans le cas de la dimension 4, S+ et S� sont des �br�es complexes de rang 2.

Une propri�et�e remarquable de l'action de Spinc sur S+ est que la multiplication

de Cli�ord par g:ei� o�u g 2 Spin a pour d�eterminant e2i�, ce qui correspond

pr�ecis�ement au second facteur de la projection � de Q sur P �PU(1). On a donc

L = det(S+).

On a d'autre part une d�ecomposition �2
R
4 = �+��� en formes autoduales

et anti-autoduales donn�ee par l'op�erateur de Hodge � qui est l'involution de �2

d�e�nie par �(ei ^ ej) = ek ^ el lorsque (ei; ej ; ek; el) est une base orthonorm�ee

directe de R4. Pour � 2 �+,
R
� ^ � =

R
� ^ �� =

R
j�j2. Pour � 2 ��,R

� ^ � = �
R
� ^ �� = �

R
j�j2. Et alors

R
� ^ � =

R
h�; ��i = �

R
h�; �i =
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� R h�; ��i = � R � ^ �, donc cette int�egrale est nulle. En�n on peut remarquer

qu'une forme autoduale (ou antiautoduale) ferm�ee v�eri�e d�! = 0, et est auto-

matiquement harmonique. De plus la projection sur �� d'une forme harmo-

nique est harmonique, donc toute 2-forme harmonique se d�ecompose en une

partie autoduale et une partie antiautoduale. A cause de la correspondance

entre classes de cohomologie et formes harmoniques, la même d�ecomposition

s'applique �a l'espace de cohomologieH2 qui s'�ecritH2 = H2;+�H2;�. On note

b�2 la dimension de H2;�.
La d�ecomposition S = S+ � S� est compatible avec la d�ecomposition de

Hodge, en ce sens qu'une forme anti-autoduale agit sur S+ comme 0. En e�et, si

on consid�ere par exemple e1:e2� e3:e4, par multiplication �a gauche par l'�el�ement
inversible e2:e1 on obtient 1� v dont le noyau est pr�ecis�ement S+. On a donc

��:S+ = 0 et de même �+:S� = 0.

3 Op�erateur de Dirac

Soit une spinc-structure Q sur une vari�et�e X de dimension n, correspondant �a

une projection � : Q ! P � PU(1). Si on se �xe une connexion A sur PU(1) (ce

qu'on notera A 2 C(PU(1))), A et la connexion de Levi-Civita sur X induisent

une connexion sur Q, et donc une d�erivation covariante rA sur les sections de

S.

D�e�nition 3.1 - On appelle op�erateur de Dirac sur le �br�e des spineurs S,

associ�e �a la connexion A, l'op�erateur DA : �(S)! �(S) d�e�ni par

DA� =
nX
i=1

ei:rA

ei
�

o�u (ei) d�esigne une base orthonorm�ee quelconque.

Proposition 3.2 - L'op�erateurDA est un op�erateur di��erentiel elliptique d'ordre

1, formellement autoadjoint.

(On rappelle qu'un op�erateur est dit formellement autoadjoint lorsqu'il v�eri�eR hD�;  i= R h�;D i).
De plus l'op�erateurDA envoie S+ sur S� et r�eciproquement. On notera D+

A

sa restriction �a �(S+)! �(S�) (resp. D�
A
: �(S�)! �(S+)).

SoitA une forme de connexion sur PU(1), et FA = dA sa courbure, qui est une

2-forme sur X �a valeurs imaginaires pures. On a notamment c1(L) =
i

2�FA (on

prend cette d�e�nition de la classe de Chern au lieu de la d�e�nition plus usuelle

c1(L) =
1
2i�FA a�n d'avoir �egalit�e entre classe de Chern et classe d'Euler et de

pouvoir la calculer �a partir des z�eros d'une section. Voir [LB]).

Proposition 3.3 (formule de Weitzenb�ock) - Pour toute section � de S, on a

l'�egalit�e

D2
A
� = (rA)�rA�+

R

4
� +

1

2
FA:�

o�u R d�esigne la courbure scalaire de X, et FA agit par multiplication de Cli�ord

FA:� =
P
i<j FA(ei; ej) ei:ej :�.
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L'indice de l'op�erateurD+
A
: �(S+)! �(S�) peut alors être calcul�e grâce au

th�eor�eme de l'indice d'Atiyah-Singer.

Th�eor�eme 3.4 - Si on note c la classe de Chern c1(L) du �br�e L, l'indice sur

C de D+
A
, Ind(D+

A
) = dimKer(D+

A
)� dimCoker(D+

A
), v�eri�e

Ind(D+
A
) = (ec=2:Â(X)):[X]:

En dimension 4 on a Â(X) = 1 � 1
24
p1(X), d'o�u on d�eduit Ind(D+

A
) =

1
8c

2 � 1
24p1. De plus le th�eor�eme de la signature d'Hirzebruch a�rme que la

signature de X , soit � = b+2 � b�2 , v�eri�e � = 1
3
p1(X):[X ], et donc

Ind(D+
A
) =

1

8
(c2 � �):

4 Les invariants de Seiberg-Witten

4.1 Les �equations de Seiberg-Witten

Soit X une vari�et�e orient�ee de dimension 4 (compacte), munie d'une structure

spinc caract�eris�ee par le �br�e en droites L = det(S+).

D�e�nition 4.1 - Pour � section de S+, on pose

!�(x; y) = hx:y:�; �i+ hx; yij�j2

o�u h:; :i est le produit scalaire hermitien (antilin�eaire en le premier facteur) sur

S+.

Un simple calcul donne alors la proposition suivante.

Proposition 4.2 - La 2-forme !� est altern�ee, �a valeurs imaginaires pures, et

autoduale. De plus on a h!�:�; �i = j!�j2 = 2j�j4.

D�e�nition 4.3 - L'�equation de Seiberg-Witten est l'�equation suivante qui relie

une connexion A sur L et une section � de S+ :(
DA� = 0

F+
A
= 1

4!
�

(4.1)

o�u F+
A

d�esigne la projection sur �+ de la courbure FA de la connexion A.

On a le r�esultat suivant, qui implique l'absence de solutions non triviales sur

les vari�et�es �a courbure scalaire positive :

Proposition 4.4 - Soit (A;�) une solution de (4.1), et soit R la courbure

scalaire de X, et Rmin son minimum sur X, alors en tout point on a

j�(x)j2 � max(�Rmin; 0)
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D�emonstration: En un point o�u j�j2 est maximal, on a 0 � �j�j2 =

2h(rA)�rA�;�i� 2jrA�j2 � 2h(rA)�rA�;�i = 2(h�R

4�;�i� 1
2hFA�;�i) =

�R

2
j�j2�hF+

A
�;�i = �R

2
j�j2�1

4
h!�:�;�i= �R

2
j�j2�1

2
j�j4 et donc si j�j2 6� 0,

j�j2 +R � 0, d'o�u le r�esultat. 2

On consid�ere maintenant l'action du groupe de jauge G = Map(X;S1) =

Aut(PU(1)). Soit une transformation de jauge f 2 G. La forme de connexion est

transform�ee par f selon la formule classique f�A = A+ �� df
f
.

Proposition 4.5 - Si (A;�) est solution de (4.1), alors (f�(A); f�1�) aussi.
Le groupe de jauge agit donc sur l'espace des solutions.

D�emonstration: On a rf
�
A

t � � rA

t � = df:t

f
� d'o�u pour l'op�erateur de

Dirac Df�A� � DA� = 1
f
grad(f):�. On a donc Df�A(

1
f
�) = DA(

1
f
�) +

1
f
grad(f):( 1

f
�) = ( 1

f
DA� � 1

f2
grad(f):�) + 1

f2
grad(f):� = 1

f
DA�. L'un est

nul si et seulement si l'autre l'est.

La courbure est un tenseur, donc Ff�A = FA, or !
1
f
�
= 1

jf j2!
� = !�, donc

la deuxi�eme �equation reste v�eri��ee. 2

D�e�nition 4.6 - Soit X une vari�et�e riemannienne compacte orient�ee de di-

mension 4, et L un �br�e en droites complexes muni d'un produit scalaire hermi-

tien. On appelle espace des modules

ML = f(�; A) 2 �(S+)� C(PU(1)) : DA� = 0; F+
A
=

1

4
!�g=G:

Il est �a noter que G agit librement sur l'espace des solutions, sauf lorsque

� � 0 (solutions dites "triviales"). En e�et si f 2 G agit trivialement, f�A = A

implique que df = 0, donc f est la multiplication par une constante, et f�1� = �

implique f � 1. Il est donc int�eressant de perturber l'�equation (4.1) a�n d'�eviter

les solutions triviales.

D�e�nition 4.7 - L'�equation de Seiberg-Witten perturb�ee est

(
DA� = 0

F+
A
= 1

4!
� + �

(4.2)

o�u � est une 2-forme autoduale �a valeurs imaginaires pures.

La th�eorie pour l'�equation perturb�ee est pr�ef�erable en ce sens qu'un choix

g�en�erique de � permet souvent d'�eliminer les probl�emes qui peuvent apparâ�tre

dans le cas � = 0. Pour l'�equation (4.2) on d�e�nit bien �evidemment de même

l'espace des modules ML;�. On omettra souvent par la suite de pr�eciser la

d�ependance en L et en �.

On utilisera par la suite la formule suivante.
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Lemme 4.8 - La lin�earisation des �equations (4.1) ou (4.2) en une solution est

P 1
(�;A)( ; �) = (�:�+DA ; (d�)

+� 1

4
!�; )

o�u !�; est la variation de !� avec �.

D�emonstration: En e�et le seul terme �a expliquer est �:�, qui vient de

DAt
��DA� =

P
i
ei:rAt

ei
��P

i
ei:rA

ei
� =

P
i
ei:t�(ei)� = t�:�. 2

4.2 Ind�ependance vis-�a-vis des param�etres

Etudions maintenant la d�ependance en � et en la m�etrique g sur X des solutions

des �equations (4.1) et (4.2), et tout particuli�erement l'existence de solutions

triviales (� � 0).

La condition d'existence de solutions triviales pour (4.1) s'�ecrit FA 2 ��.
Lorsque L est trivial, il peut exister des solutions triviales. Lorsque L n'est

pas trivial, la condition d'existence de solution triviales est l'appartenance de

la classe de cohomologie non nulle c1(L) �a H
2;�. Or H2;�, lorsque la m�etrique

varie, d�ecrit les sous-espaces n�egatifs maximaux pour la forme d'intersection.

Donc si c1(L):c1(L) � 0, il n'y a jamais de solutions triviales, et dans le cas

contraire la condition d'existence de solutions triviales est de codimension b+2 .

Pour (4.2) la situation est similaire.

En ce qui concerne la d�ependance en � dans (4.2), les solutions triviales cor-

respondent aux connexions A0 + � telles que (d�)+ = � � F+
A0
. La condition

d'existence de solutions triviales est donc ��F+
A0
2 Im(d+), qui est de codimen-

sion b+2 dans �+ (voir lemme 4.11). Les solutions triviales de (4.2) n'existent

donc que si � est dans un sous-espace de codimension b+2 . On en d�eduit le

th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 4.9 - On suppose que b+2 � 1. Pour un choix g�en�erique de �, l'�e-

quation (4.2) n'a pas de solutions avec � � 0. Le terme "g�en�erique" signi�e ici

en dehors d'un espace de codimension b+2 .

Si on suppose de plus que L n'est pas trivial, alors pour un choix g�en�erique

de m�etrique, (4.1) et (4.2) n'ont pas de solutions avec � � 0.

Dans le cas o�u b+2 = 1, l'espace des m�etriques (ou des �) qui conviennent

n'est pas connexe, ce qui fait que les constructions ne d�ependent pas que de la

structure di��erentiable sur X mais aussi de la m�etrique choisie. Pour simpli�er,

on supposera donc en pratique que b+2 � 2, l'espace des param�etres g et �

convenables �etant alors connexe, on pourra d�e�nir �a partir de M des invariants

qui ne d�ependent que de la structure di��erentielle de X .

L'espace M est naturellement muni d'une structure de vari�et�e analytique

r�eelle. Le probl�eme est que cette vari�et�e n'est pas toujours lisse ; pour prouver

qu'elle l'est g�en�eriquement, on introduit un espace param�etr�e d�e�ni de la fa�con

suivante. Soit U l'ouvert des � tels que (4.2) n'a pas de solutions triviales.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, U est dense et connexe pour b+2 � 2. On consid�ere alors
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l'espace param�etr�eM = f(�; A; �) 2 �(S+)�C(PU(1))�U : �(�; A; �) = 0g=G
o�u �(�; A; �) = (DA�; F

+
A
� 1

4
!� � �).

L'application � est une submersion. En e�et soit x un �el�ement quelconque de

�(S�)��(�+). La projection de la di��erentielle D� de � sur le premier facteur,

qui est (�; �; �) 7! DA�+ �:� (lemme 4.8), est surjective �a cause du terme �:�.

Donc il existe x0 dans l'image de D� tel que y = x � x0 puisse s'�ecrire sous la

forme y = (0; �). Comme D�(0; 0; �) = (0; �) on en d�eduit que y 2 Im(D�) et

donc x 2 Im(D�) ce qui donne le r�esultat. On en d�eduit que M est une vari�et�e

lisse puisque G agit librement pour � 2 U .
En appliquant le th�eor�eme de Sard �a la projection de M sur le troisi�eme

facteur � : [	; A; �] 7! � (o�u [	; A; �] d�esigne la classe de (	; A; �) modulo

G), on obtient que pour presque tout �, ML;� est un niveau non critique et

donc une vari�et�e lisse. Montrons que si ML;�1
et ML;�2

sont lisses, ils sont

cobordants. Pour cela, on remarque que l'op�erateur lin�earis�e P 1 correspondant

�a (4.1) a une image de codimension �nie, car P 1 � d� qui est elliptique (il a le

même symbole principal que (DA; d
+ � d�)) a une image de codimension �nie,

d'o�u par projection le r�esultat pour P 1. On peut alors choisir un suppl�ementaire

de dimension �nie de l'image de P 1, et donc se limiter �a des param�etres � dans

un ouvert connexe d'un espace vectoriel de dimension �nie, V inclus dans U ,
contenant �1 et �2, tout en conservant la propri�et�e de submersion (M\ ��1(V)
est donc toujours lisse). Par connexit�e de V , on a un chemin  joignant �1 �a �2.

On peut construire une fonction f sur V dont la ligne de niveau correspondant

�a la valeur � proche de 0 est au voisinage de  un chemin qu'on note �, passant

en �1;� et �2;� (ces deux points �etant proches de �1 et �2 respectivement). Par le

th�eor�eme de Sard appliqu�e �a f ��, on peut trouver � aussi proche de 0 que voulu

tel que ��1(�) soit lisse, ce qui prouve que ML;�1;�
etML;�2;�

sont cobordants.

Or en dimension �nie les points critiques constituent un ferm�e, donc au voisinage

de ML;�1
et ML;�2

, � n'a pas de points critiques, d'o�u on d�eduit en utilisant la

compacit�e deM (qui sera l'objet du th�eor�eme 4.13) que pour � assez petitML;�i

est di��eomorphe �a ML;�i;�
ce qui ach�eve la preuve. 2

LesM obtenus pour di��erents � convenables sont donc cobordants, et on peut

donc d�e�nir des invariants �a partir de M qui ne d�ependent que de la structure

di��erentielle sur X .

4.3 Dimension de M

On va maintenant calculer la dimension virtuelle deM (c'est �a dire sa dimension

si M 6= ;). Pour cela on remarque que l'espace tangent �a M est d�e�ni �a partir

du complexe elliptique obtenu en lin�earisant l'�equation (4.1).

La lin�earisation de l'action de G en une solution de (4.1) est

P 0
(�;A)(h) = (�h�; dh)

En e�et, si (ft) est une famille de transformations de jauge v�eri�ant f0 = 1 et
d

dt
ftjt=0 = h, on a, en t = 0, d

dt
(f�t A� A) = d

dt
(dft
ft
) = dh, et d

dt
( 1
ft
�) = �h�.

L'op�erateur associ�e �a la lin�earisation des �equations (4.1) est P 1
(�;A) donn�e par

le lemme 4.8.
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D�e�nition 4.10 - On appelle indice d'un complexe elliptique 0 ! A
f! B

g!
C ! 0 la somme altern�ee des dimensions des espaces de cohomologie de ce

complexe, Ind = dim(H0)�dim(H1)+dim(H2), ou de fa�con �equivalente l'indice

de l'op�erateur f � g� : A � C ! B.

L'indice d'un op�erateur ne d�epend que de sa partie principale, donc le com-

plexe elliptique

�(�0)
P
0
(�;A)! �(S+)� �(�1)

P
1
(�;A)! �(S�)� �(�+)

a le même indice que

�(�0)
(0;d)! �(S+)� �(�1)

(DA;d
+)! �(S�)� �(�+)

qui se d�ecompose comme la somme directe des complexes �(�0)
d! �(�1)

d
+

!
�(�+) et 0! �(S+)

DA! �(S�). L'indice de ce dernier complexe est l'oppos�e de

l'indice sur R de l'op�erateur de Dirac, qui est le double de l'indice sur C , lequel

vaut par le th�eor�eme de l'indice 1
8(c1(L)

2 � �). L'indice du deuxi�eme complexe

est donc 1
4(� � c1(L)2). Reste �a calculer l'indice du premier complexe.

Lemme 4.11 - L'indice de �(�0)
d! �(�1)

d
+

! �(�+) est 1
2(�+�) = b0�b1+b+2 .

D�emonstration: On a clairement H0 = H0(X;R). Si on note en indice

de chaque op�erateur le rang des formes sur lesquelles il op�ere, on calcule H2 =

Coker(d1+ �d1)�+ = Ker((d1+ �d1)�)\�+, or d�1 = �d2� et (�d1)� = d�1� = �d2
qui co��ncident sur �+, donc H2 = Ker(�d2) \ �+ = Ker(d2) \ �+ = H2 \ �+,

dont la dimension est par d�e�nition b+2 .

En�n H1 = Ker(d�1)\Ker(d1+ �d1) ; or si x 2 Ker(d1+ �d1), alors d1x 2 ��

et d1x 2 Ker(d2), et donc d1x 2 Ker(d�2) = Im(d1)
? ce qui entrâ�ne d1x = 0.

Donc H1 = Ker(d�1) \Ker(d1) = H1 est de dimension b1. 2

Si on choisit pour � une valeur r�eguli�ere de la projection � d�e�nie plus

haut, l'espace des modules M est lisse et son espace tangent est donn�e par

TM = Ker(P 1
(�;A))=Im(P

0
(�;A)), c'est-�a-dire le H1 du complexe lin�earis�e. Pour

calculer la dimension virtuelle de M (c'est-�a-dire sa dimension dans le cas o�u

M 6= ;), on remarque tout d'abord que l'absence de solution r�eductible implique

l'injectivit�e de P 0
(�;A), d'o�u on d�eduit H0 = 0.

De plus on va montrer que P 1
(�;A) est surjectif dans notre cas. En e�et, on

a vu plus haut que l'op�erateur � : (�; A; �) 7! (DA�; F
+
A
� 1

4!
� � �) est une

submersion. Si on se donne (�; �) 2 �(S�) � �(�+), il existe donc ( ; �; �) 2
�(S+) � �(�1) � �(�+) tel que D�( ; �; �) = P 1

(�;A)( ; �)� (0; �) = (�; �).

D'autre part, comme on a suppos�e que le param�etre � est une valeur r�eguli�ere

de �, l'image de D� contient �. Donc il existe � 2 �(S+) et � 2 �(�1) tels que

la classe de (�; �; �) modulo G soit tangente �a l'espace des modules param�etr�e

M. On a donc D�(�; �; �) = 0, d'o�u l'on d�eduit que D�( � �; � � �; 0) =

P 1
(�;A)( � �; � � �) = (�; �). L'op�erateur P 1

(�;A) est donc surjectif, et donc le
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complexe associ�e aux �equations de Seiberg-Witten v�eri�e, lorsque l'espace des

modules est lisse, H2 = 0.

Il en d�ecoule que la dimension virtuelle de l'espace des modules, qui est �egale

�a la dimension de H1, est �egale �a l'oppos�e de l'indice du complexe lin�earis�e. On

d�eduit de tout ce qui pr�ec�ede le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 4.12 - La dimension virtuelle d de l'espace des modules M est

d = �1

4
(2�+ 3�) +

1

4
c1(L)

2:(4.3)

4.4 Invariants de Seiberg-Witten

Comme les invariants de vari�et�es non orient�ees sont peu pr�ecis (il n'existe que

deux vari�et�es de dimension 0 distinctes !), il est n�ecessaire d'orienter M. Ceci

peut être e�ectu�e en orientant les droites d�eterminants des divers complexes el-

liptiques. La partie correspondant �a l'op�erateur de Dirac DA est canoniquement

orient�ee puisque cet op�erateur est C -lin�eaire. Une orientation de M est donc

�x�ee par un choix d'orientation de la droite r�eelle

det(H0(X;R))
 det(H1(X;R))
 det(H2;+(X;R)):(4.4)

Ceci a�ne consid�erablement les invariants (en dimension 0, on peut d�esormais

compter les points en leur attribuant des signes �1).
On a d'autre part le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 4.13 - M est compact.

D�emonstration: La proposition 4.4 fournit une borne sur �, donc sur !�,

dont d�ecoule directement une borne sur F+
A
. L'�egalit�e c1(L)

2 = 1
4�2

R
iFA ^ iFA

fournit alors une borne sur F�
A
. En e�et on calcule

R
i(F+

A
+F�

A
)^i(F+

A
+F�

A
) =R

iF+
A
^ iF+

A
+ 2

R
iF+
A
^ iF�

A
+
R
iF�
A
^ iF�

A
, or on a vu �a la section 2.2 que le

premier terme est
R jF+

A
j2, le second est nul, et le troisi�eme est � R jF�

A
j2. On a

donc
R
jF�
A
j2 = �4�2c1(L)2 +

R
jF+
A
j2, ce qui fournit une borne L2 pour F�

A
et

F+
A
, et donc par somme pour FA.

Consid�erons alors l'ensemble des connexions qui ont même forme de courbure,

quotient�e par G. Deux connexions unitaires sur L di��erent d'une 1-forme imagi-

naire pure. A cause de FA = dA, deux connexions ont même forme de courbure si

et seulement si elles di��erent d'une forme ferm�ee. Cependant une transformation

de jauge de la composante connexe de l'identit�e, f = ei�, modi�e la connexion

par f�A = A+ f�1df = A + i:d�. Ceci signi�e que, si on se �xe une connexion

A0 de r�ef�erence, on peut imposer que la connexion A di��ere de A0 par une 1-

forme harmonique. On se ram�ene ainsi �a H1(X;R). Mais le groupe G n'est

pas connexe : en e�et on a �0(G) = �0(Map(X;S1)) = [X;S1] = H1(X;Z).

Donc [A] 7! FA (o�u [A] d�esigne la classe de A modulo G) est une �bration de

�bre H1(X;R)=H1(X;Z) compacte, et la borne sur FA en fournit une sur un

repr�esentant de la classe de A. La projection de M sur le facteur A est donc

born�ee au sens L2.
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En outre l'op�erateur d� � d+ est elliptique d'ordre 1, et en choisissant � =

A�A0 harmonique on dispose d'une borneL2 sur � par ce qui pr�ec�ede,mais aussi

sur (d��d+)� = F+
A
�F+

A0
par ce qui a �et�e vu plus haut. Un th�eor�eme classique

sur les op�erateurs elliptiques permet alors d'obtenir l'existence de bornes sur

A dans l'espace de Sobolev L21. Or le lemme de Rellich a�rme que l'inclusion

L21 ! L2 est compacte, et donc on obtient que la projection deM sur le facteur

A est compacte pour la topologie L2.

De plus pour A �x�e, � est dans la boule sup j�j � �Rmin de l'espace de

dimension �nie Ker(DA), qui est compacte, et donc la projection de M sur le

facteurA est une �bration �a �bres compactes. On en d�eduit queM est compact.

2

D�e�nissons en�n l'espace M0 de la fa�con suivante.

D�e�nition 4.14 - Soit un point base x0 2 X. On d�e�nit G0 comme le sous-

groupe de G constitu�e des applications dont la restriction �a la �bre en x0 est

l'identit�e. On d�e�nit alors M0
L
comme le quotient de l'espace des solutions de

(4.1) par G0. Lorsque ML est une vari�et�e lisse, M0
L
est un S1-�br�e principal

sur ML.

On peut maintenant d�e�nir les invariants de Seiberg-Witten.

D�e�nition 4.15 - Soit X une vari�et�e compacte orient�ee de dimension 4 telle

que b+2 � 2 et soit L une structure spinc sur X. Une orientation de (4.4) �etant

�x�ee, on d�e�nit l'invariant de Seiberg-Witten SW (L) ainsi :

a) lorsque d < 0 dans (4.3), on pose SW (L) = 0 ;

b) lorsque d = 0 dans (4.3), on choisit � dans (4.2) tel que ML soit une

vari�et�e lisse. L'espace des modules ML est alors une r�eunion �nie de points

sign�es ; on d�e�nit SW (L) comme le nombre de ces points compt�es avec les signes

correspondants ;

c) lorsque d > 0 dans (4.3), on choisit � dans (4.2) tel que ML soit une

vari�et�e lisse. L'espace des modules ML est compact et orient�e, donc admet une

classe fondamentale. L'invariant de Seiberg-Witten est obtenu en �evaluant sur

cette classe fondamentale le cup-produit maximal de la premi�ere classe de Chern

du �br�e en droites M0
L
�S1 C sur ML.

On a vu que la formule (4.3) s'�ecrit aussi d = 2IndC (D) + (�b0 + b1 � b+2 ).

Comme b0 = 1, ceci implique que d et b+2 + b1 sont de parit�es oppos�ees. Lorsque

b+2 + b1 est pair, d est donc impair, et les invariants qu'on vient de d�e�nir sont

syst�ematiquements triviaux.

Le terme d'\invariants" est justi��e par la proposition suivante, qui est une

cons�equence directe des r�esultats pr�ecedents.

Proposition 4.16 - Soit X une vari�et�e compacte connexe orient�ee de di-

mension 4 avec b+2 � 2. Alors SW d�e�nit une application de l'ensemble des

structures spinc sur X �a valeurs dans Z, qui d�epend uniquement de la struc-

ture di��erentielle de X. Autrement dit SW (L) est ind�ependant du choix de la

m�etrique sur X et de la perturbation �. L'invariant SW (L) ne d�epend de L
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qu'�a isomorphisme pr�es. De plus SW est invariant par les di��eomorphismes de

X : si � est un di��eomorphisme de X, alors SW (��L) est �egal, au signe pr�es,

�a SW (L).

5 Vari�et�es symplectiques

D�e�nition 5.1 - Une 2-forme ! sur une vari�et�e orient�ee X de dimension 4

est dite symplectique si elle v�eri�e d! = 0 et ! ^ ! 6= 0, et si la 4-forme ! ^ !
oriente X. On appelle alors vari�et�e symplectique une vari�et�e X munie d'une

forme symplectique !.

D�e�nition 5.2 - Une structure presque complexe (c'est-�a-dire un homomor-

phisme J : TX ! TX v�eri�ant en tout point J2 = �1) est dite compatible avec

! si pour tous champs de vecteurs v et w on a !(w; Jv) = �!(Jw; v) et si pour
tout champ v on a !(v; Jv)� 0 avec �egalit�e si et seulement si v = 0.

De fa�con �equivalente, on peut dire que J est compatible avec ! si et seulement

si la forme bilin�eaire d�e�nie par g(x; y) = !(x; Jy) est une m�etrique riemanni-

enne sur X.

Une vari�et�e symplectique admet toujours une structure presque complexe

compatible. En e�et, on part d'une base (f1; f2; f3; f4) de l'espace cotangent �a

X au voisinage d'un point �x�e, dans laquelle on �ecrit ! sous la forme f1^g1+g, o�u
g1 et g ne font pas intervenir f1. La 2-forme g est port�ee par un espace vectoriel

de dimension 3. Par ailleurs on sait que le produit vectoriel est surjectif, et donc

g peut s'�ecrire h1 ^ h2. Si on pose �1 = f1, �2 = g1, �3 = h1 et �4 = h2, on a

l'expression

! = �1 ^ �2 + �3 ^ �4:(5.1)

La construction peut clairement être e�ectu�ee de telle fa�con que les �i soient

de classe C1 dans le voisinage consid�er�e. On a ainsi construit des coordonn�ees

locales appel�ees coordonn�ees de Darboux.

Par suite, !^! = 2:�1^�2^�3^�4. Par d�e�nition, il est non nul et compatible

avec l'orientation, et la base duale (ei) des (�i) est une base directe. Il su�t alors

de d�e�nir J par Je1 = e2, Je2 = �e1, Je3 = e4 et Je4 = �e3 pour obtenir une
structure presque complexe compatible avec ! dans le voisinage consid�er�e.

Pour transformer ce r�esultat d'existence locale en un r�esultat global, il suf-

�t de remarquer qu'en chaque point x 2 X l'espace des endomorphismes de

TxX compatibles avec ! (c'est-�a-dire tels que J2 = �1 et que !(:; J:) soit une

forme sym�etrique d�e�nie positive) est contractible. En e�et si on �xe un endo-

morphisme J0 compatible avec !, pour tout endomorphisme compatible J , on

peut construire le chemin Jt = (tJ + (1 � t)J0)Q
�1
t
, o�u Qt d�esigne la racine

carr�ee positive de la matrice sym�etrique d�e�nie positive �(tJ + (1 � t)J0)
2 =

1 � t(1 � t)(2 + JJ0 + J0J), et ceci fournit une r�etraction par d�eformation de

l'espace des endomorphismes compatibles avec ! en x sur fJ0g. Le �br�e sur X
des endomorphismes compatibles avec ! est donc un �br�e dont les �bres sont
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contractibles, et donc il admet une section, c'est-�a-dire qu'il existe une structure

presque complexe compatible avec ! d�e�nie sur X tout entier.

En pratique on travaillera avec la m�etrique pour laquelle la base (ei) est

orthonorm�ee. Une base orthonorm�ee qui v�eri�e (5.1) sera dite \base standard".

Notons que ! est alors une forme autoduale.

On peut alors d�e�nir le �br�e canonique K de la fa�con suivante, en utilisant

le fait que la structure presque complexe J permet d'associer aux formes un type

(p; q) comme c'est le cas avec une vraie structure complexe.

D�e�nition 5.3 - On appelle �br�e canonique, que l'on note K, le d�eterminant

du �br�e cotangent holomorphe �1;0X, c'est-�a-dire le �br�e en droites complexes

des formes holomorphes de degr�e maximal, ou encore K = �2;0X.

Sur une vari�et�e presque complexe, on construit une structure spinc canonique.

La raison fondamentale de ceci est l'existence d'un morphisme naturel U(k) !
Spinc(2k) qu'on construit de la fa�con suivante.

En consid�erant un C -espace vectoriel de dimension k comme R-espace vec-

toriel de dimension n = 2k, on a une inclusion j : U(k) ! SO(n). En com-

binant cette inclusion avec le d�eterminant, on dispose d'un homomorphisme

j � det : U(k) ! SO(n) � S1, qui se rel�eve dans le revêtement double de

SO(n)� S1 par Spinc(n) en un morphisme l : U(k)! Spinc(n).

On peut alors consid�erer le Spinc-�br�e principal Q obtenu via l �a partir du

U(k)-�br�e principal associ�e �a la structure presque complexe et �a la m�etrique.

Une cons�equence directe de la construction de l par rel�evement est que Q se

projette bien sur le SO(n)-�br�e principal des rep�eres orthonorm�es directs, et on

a donc bien construit une structure spinc canonique sur X . La construction de

l implique �egalement que le �br�e en droites L associ�e �a cette structure spinc

correspond �a la repr�esentation det : U(k) ! S1, c'est donc le d�eterminant du

�br�e tangent holomorphe, soit le dual K�1 du �br�e canonique.

Calculons maintenant la dimension virtuelle d deM. Pour cela on remarque

que l'�egalit�eL = �2TX implique c1(L) = c1(X). De plus sur une vari�et�e presque

complexe, les classes de Pontrjagin et d'Euler s'expriment en fonction des classes

de Chern : p1 = c21�2c2, et e = c2. On en d�eduit imm�ediatement par le th�eor�eme

de la signature que � = 1
3(c

2
1 � 2c2) et � = c2. En reportant dans (4.3), il vient

d = �2�+ 3�

4
+
c21
4
=

1

4
(�2c2� (c21 � 2c2) + c21) = 0:

Pla�cons-nous d�esormais dans le cas d'une m�etrique et d'une base orthonorm�ee

(ei) de base duale (�i) o�u ! = �1^�2+�3^�4. Les 2-formes �1^�2 et �3^�4 agissent
de fa�con identique sur S+ car leur di��erence est anti-autoduale, et (�1:�2)

2 = �1.
Donc les deux valeurs propres de la multiplication par ! sont�2i, correspondant
�a des espaces propres S+�2i de dimension complexe 1. Pour S+ il est pratique

de choisir une base orthonorm�ee dont le premier vecteur v0 est dans S
+
�2i, c'est

�a dire !:v0 = �2i:v0, et le second v1 est dans S++2i, c'est �a dire !:v1 = +2i:v1.

Les multiplications de Cli�ord par �1:�2, �3:�4 et !=2 ont alors la même matrice

�1:�2 � �3:�4 � !=2 �
 
�i 0

0 i

!
:
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Soit un �el�ement  
ei�1 0

0 ei�2

!

du tore maximal de U(2), et appliquons-lui l. On obtient dans Spinc(4) l'�el�ement

[(cos �12 + �1:�2sin
�1

2 ):(cos
�2

2 + �3:�4sin
�2

2 ); e
i
2
(�1+�2)] dont l'action sur S+ est

donn�ee par le produit de 
cos �12 � i:sin

�1

2
0

0 cos �12 + i:sin �12

!
:

 
cos �2

2
� i:sin �2

2
0

0 cos �22 + i:sin �22

!

par e
i
2
(�1+�2) soit  

1 0

0 ei�1ei�2

!
:

Sur le premier facteur, U(2) agit trivialement sur S+�2i qui est donc isomorphe

au �br�e trivial I . Sur le second facteur, U(2) agit sur S++2i par la repr�esentation

d�eterminant, donc S++2i est isomorphe au d�eterminant du �br�e tangent holo-

morphe, c'est-�a-dire K�1. Pour r�esumer, on a donc obtenu :

Proposition 5.4 - Une vari�et�e symplectique admet une structure spinc cano-

nique, pour laquelle le �br�e des spineurs positifs se d�ecompose en S+ = I�K�1,
et ! agit par multiplication de Cli�ord sur I avec la valeur propre �2i, et sur
K�1 avec la valeur propre +2i.

Passons maintenant aux autres structures spinc sur X . La proposition 2.7

implique que les L qui conviennent sont exactement ceux qui sont de la forme

K�1
E2, o�u E est un �br�e en droites sur X . La structure spinc qui correspond

�a un �br�e E est obtenue �a partir de la structure canonique en \tordant" les

spineurs par E, c'est-�a-dire qu'on a

S+ = E � (K�1 
 E):(5.2)

La multiplication de Cli�ord par ! pr�eserve �a nouveau cette d�ecomposition,

avec les mêmes valeurs propres que dans le cas pr�ec�edent.

La dimension virtuelle de M pour la structure associ�ee �a E s'exprime de

fa�con simple en utilisant le fait que pour L = K�1 la dimension est d0 = 0. En

e�et on a d = d � d0 qui vaut 1
4(c1(L)

2 � c1(K
�1)2) d'apr�es la formule (4.3).

On utilise c1(L) = c1(K
�1 
 E2) = c1(K

�1) + 2c1(E) pour d�evelopper c1(L)
2

et obtenir d = c1(K
�1):c1(E) + c1(E):c1(E) soit

d = �c1(K):c1(E) + c1(E):c1(E):(5.3)

On va maintenant calculer l'expression de la forme !� pour la d�ecomposition

(5.2). Pour cela on se donne localement s0 une section de E de norme 1, et s1 une

section de K�1 de norme 1, et on se place dans la base orthonorm�ee (s0; s0
 s1)
de S+.
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On �ecrit � = � + � = �s:s0 + �s:s0 
 s1, c'est-�a-dire que dans notre base

� =

 
�s
�s

!
. On a vu plus haut que �1:�2 et �3:�4 correspondent alors �a la matrice 

�i 0

0 i

!
. Les autres 2-formes sont donn�ees par les matrices d'Heisenberg

�1:�4 � �2:�3 �
 

0 1

�1 0

!
; �1:�3 � �4:�2 �

 
0 i

i 0

!

(on v�eri�e qu'on a bien (�1:�2):(�1:�4) = ��4:�2).
On calcule alors !� sur les vecteurs de la base. on obtient

!�(e1; e2) = !�(e3; e4) = he1:e2:�;�i= h
 
�i�s
i�s

!
;

 
�s
�s

!
i = i(j�sj2 � j�sj2);

o�u le signe dans la derni�ere �egalit�e vient du fait que le produit scalaire est

antilin�eaire en la premi�ere variable. On calcule de même

!�(e1; e4) = !�(e2; e3) = he1:e4:�;�i= h
 
�s
��s

!
;

 
�s
�s

!
i = (�s�

�
s
� ��

s
�s);

!�(e1; e3) = !�(e4; e2) = he1:e3:�;�i= h
 
i�s
i�s

!
;

 
�s
�s

!
i = �i(��

s
�s + �s�

�
s
):

On a donc la formule !� = i(j�sj2 � j�sj2)(�1 ^ �2 + �3 ^ �4) + (���
s
�s +

�s�
�
s )(�1 ^ �4 + �2 ^ �3)� i(��s�s + �s�

�
s )(�1 ^ �3 � �2 ^ �4)

En substituant les expressions matricielles de �i:�j il vient (en identi�ant � et

� �a leurs parties scalaires) l'expression suivante pour la multiplication de Cli�ord

par !�.

!� = 2

 
j�2j � j�j2 2���

2��� j�j2 � j�j2
!
:(5.4)

En�n une propri�et�e remarquable des invariants de Seiberg-Witten est leur

sym�etrie. Pour cela on d�emontrera d'abord le lemme suivant.

Lemme 5.5 - Pour � 2 �(S+) et A 2 C(PU(1)), on aZ
X

(jF+
A
� 1

4
!�j2 + jDA�j2) =

Z
X

(jF+
A
j2 + jrA�j2 + R

4
j�j2 + 1

8
j�j4):

D�emonstration: On d�eveloppe en prenant garde au fait que F+
A

et !�

sont des formes �a valeurs imaginaires pures : jF+
A
� 1

4!
�j2 = �Pi<j(F

+
A
(ei; ej)�

1
4!

�(ei; ej))
2 = jF+

A
j2+ 1

16 j!�j2+ 1
2

P
i<j F

+
A
(ei; ej)hei:ej :�;�i= jF+

A
j2+ 1

8 j�j2+
1
2

P
i<j
hF+

A
(ei; ej)ei:ej :�;�i= jF+

A
j2 + 1

8 j�j2 � 1
2hF

+
A
:�;�i.

D'autre part la formule de Weitzenb�ock entrâ�ne, en utilisant le fait que

l'op�erateur de Dirac est formellement autoadjoint,
R
jDA�j2 =

R
(jrA�j2 +

R

4 j�j2+ 1
2hF

+
A
:�;�i). Le r�esultat est alors imm�ediat. 2

En utilisant le fait que les solutions de (4.1) sont exactement les (�; A) qui

annulent l'expression ci-dessus, on obtient la sym�etrie suivante.
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Proposition 5.6 - L'invariant de Seiberg-Witten associ�e �a la structure spinc

donn�ee par le �br�e E est �egal en valeur absolue �a celui qui correspond au �br�e
~E = K 
 E�1.

D�emonstration: En e�et, ~E = (K�1 
 E)�1 et ~E 
 K�1 = E�1, et
donc par somme directe, ~S+ = (S+)�. Soit (�; A) une solution de (4.1) pour

E, c'est-�a-dire un couple qui annule l'expression du lemme 5.5. Le champ ��

est alors une section des spineurs associ�es �a ~E de même norme que �. D'autre

part la connexion rA sur S+ induit une connexion rA
�

sur ~S+, qui v�eri�e par

construction rA
�

ei
(f�) = (rA

ei
f)�. La norme de rA

�

(��) est alors bien sûr �egale

�a celle de rA�.

De plus, par passage au d�eterminant, les connexions A et A� sur L et L�1

v�eri�ent la même relation que rA et rA
�

. En utilisant la d�e�nition de la cour-

bure il vient F �
A
(ei; ej):(f

�) = (FA(ei; ej):f)
�, soit comme la courbure est une

2-forme �a valeurs imaginaires pures, F �
A
(ei; ej) = FA(ei; ej)

� = �FA(ei; ej) d'o�u
F �
A
= �FA. Donc (F �A)+ = �F+

A
est de même norme que F+

A
, ce qui implique

que (��; A�) annule aussi l'expression du lemme 5.5, c'est-�a-dire que (��; A�)
est solution de (4.1).

La construction e�ectu�ee induit donc une bijection entre ML et ML� , et la

proposition en d�ecoule. 2

6 Invariants de Gromov

Soit X une vari�et�e symplectique, et J une structure presque complexe compati-

ble.

D�e�nition 6.1 - Une sous-vari�et�e � compacte de dimension 2 de X (non

n�ecessairement connexe) est dite pseudo-holomorphe si son espace tangent est

stable par J. Le champ d'endomorphismes J d�e�nit alors une structure complexe

sur �.

La restriction de la forme symplectique ! �a � est alors symplectique, et donc

oriente �, ce qui permet de d�e�nir sa classe fondamentale [�] 2 H2(X;Z) qui

est non triviale parce que !:[�] =
R
� ! > 0. On notera e = e(�) 2 H2(X;Z) le

dual de Poincar�e de [�].

Un r�esultat important sur les sous-vari�et�es pseudo-holomorphes connexes est

la formule d'adjonction.

Lemme 6.2 - Soit � une sous-vari�et�e pseudo-holomorphe connexe de X, de

genre g. Alors on a

2� 2g + e(�):e(�) = �c1(K):e(�):(6.1)

D�emonstration: D'une part, e:e = c1(N�) car e:e = #(� \ �) est le

nombre de z�eros d'une d�eformation de �, c'est-�a-dire d'une section de N�.

D'autre part 2�2g = �(�) = c1(T�). On a alors c1(T�)+c1(N�) = c1(TXj�) =
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c1(TX):[�] = �c1(T �X):[�] = �c1(K):[�] (carK = detT �X). On obtient donc

la formule voulue. 2

D�e�nition 6.3 - Soit e 2 H2(X;Z) une classe de cohomologie non triviale.

On note H = H(e) l'espace des sous-vari�et�es pseudo-holomorphes plong�ees de

X dont la classe fondamentale est le dual de Poincar�e de e.

Remarquons que dans cette d�e�nition on souhaiterait que toutes les com-

posantes connexes de la courbe pseudo-holomorphe soient r�ealis�ees avec une mul-

tiplicit�e 1 (courbe simple). Cependant il est n�ecessaire pour prouver le th�eor�eme

de compacit�e d'admettre �eventuellement, dans le cas des tores de nombre d'auto-

intersection nul, des multiplicit�es sup�erieures (revêtements rami��es).

On dispose du r�esultat suivant sur la structure de H (le terme "g�en�erique"

d�esigne ici un sous-ensembleG�-dense au sens de Baire de l'espace des structures

presque complexes lisses compatibles).

Lemme 6.4 - Pour un choix g�en�erique de J, H est une vari�et�e lisse de dimen-

sion

d = �c1(K):e+ e:e:(6.2)

De plus H est canoniquement orient�e.

D�emonstration: D�ecrivons l'espace tangent �a H en un de ses points �.

On suppose dans un premier temps que � est connexe. Une d�eformation de �

peut être vue, en identi�ant le �br�e normal N� avec un voisinage tubulaire de

�, comme une section de N�. Pour � 2 �(N�) on notera alors �+ �� la surface

image de la section �� par cette identi�cation (c'est-�a-dire la surface obtenue

en d�epla�cant chaque point de � selon le vecteur normal ��). Associons �a une

d�eformation � 2 �(N�) et �a un champ � 2 �(T�)

�(�; �) = lim
�!0

��1PN(�+��):J:PT (�+��)(�):

La d�eformation � est tangente �a H si et seulement si �(�; �) = 0 pour tout

� (c'est-�a-dire que J pr�eserve T (� + ��)). Or PT (�+��)(�) = � � �r�� donc

J:PT (�+��)(�) = J� � �J:r��, dont la projection sur T (�+ ��) est, au premier

ordre en �, J���rJ�(�). En utilisant que P
N(�+��) = Id�PT (�+��), on obtient

�(�; �) = rJ���J:r�� qui repr�esente le d�efaut d'holomorphie de �. L'op�erateur

di��erentiel � est donc �a des termes d'ordre 0 pr�es �egal �a �r : �(N�)! �(�1 

N�) ( �r d�esigne �@ coupl�e �a N�, c'est �a dire la partie antiholomorphe de r).
La r�egularit�e de H en d�ecoule, et l'orientation de H est fournie par la structure

presque complexe.

La dimension de H se calcule alors �a l'aide du complexe de Dolbeault as-

soci�e �a N�. En e�et dimC (H) = Ind( �rN�) est �egal �a dimH0(�;
0(N�))�
dimH1(�;
0(N�)), c'est-�a-dire la caract�eristique d'Euler-Poincar�e du �br�eN�.

En appliquant le th�eor�eme de Riemann-Roch (cf. [LB]), ceci s'exprime en fonc-

tion du degr�e du �br�e normal �(�; N�) = deg(N�) + (1 � g) = e:e + 1 � g.
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On en d�eduit la dimension de H sur R, d = 2�(�; N�) = 2e:e + (2 � 2g). Or

par la formule d'adjonction (6.1), 2 � 2g = �c1(K):e � e:e, donc on obtient

d = e:e� c1(K):e.

Si � n'est pas connexe, pour chaque composante �i, dont la classe fonda-

mentale est duale de ei, l'espaceHi associ�e est de dimension di = ei:ei�c1(K):ei
d'apr�es ce qu'on vient de prouver. Or localement,H = �Hi, parce que d�eformer

� revient �a d�eformer ses composantes. Donc d =
P
di =

P
ei:ei � c1(K):

P
ei.

Or e =
P
ei clairement, et pour i 6= j, ei:ej = 0 car les di��erentes composantes

sont disjointes, d'o�u e:e =
P
ei:ei. On en d�eduit que d = e:e� c1(K):e, et donc

le lemme est prouv�e. 2

Il est �a noter que d est toujours pair. En e�et on a vu que pour chaque

composante �i, di = 2ei:ei + (2 � 2gi) est pair, et donc d =
P
di est pair.

Lorsque d > 0, on peut donc choisir un ensemble 
 de d=2 points distincts de

X , et d�e�nir H
 comme l'ensemble des � 2 H qui contiennent tous les points

de 
. On a alors le lemme suivant.

Lemme 6.5 - Pour un choix g�en�erique de J et 
, H
 � H est une sous-vari�et�e

canoniquement orient�ee de H, de dimension 0.

D�emonstration: Si � 2 H
, consid�erons une d�eformation de �, soit � 2
�(N�) (en identi�antN� avec un voisinage tubulaire de �), et un point x0 2 
.

La condition d'appartenance de x0 �a la surface d�eform�ee �+�� (obtenue �a partir

de � en d�epla�cant chaque point selon le vecteur normal ��) s'�ecrit �(x0) = 0.

Comme N� est un �br�e de rang 2 sur R, pour un choix g�en�erique de x0 la

condition �(x0) = 0 est r�ealis�ee sur un sous-espace de codimension 2. Pour un

choix g�en�erique de 
 il faut donc enlever 2 �a la dimension pour chaque point de


. Comme 
 comporte exactement d=2 points, le r�esultat est vrai. 2

On a de plus le r�esultat de compacit�e suivant (voir [McS]).

Th�eor�eme 6.6 - Dans le cas o�u d = 0, l'espace H est compact pour un choix

g�en�erique de J. Dans le cas d > 0, H
 est compact pour un choix g�en�erique de

J et 
.

Id�ee de D�emonstration : Ce th�eor�eme est un r�esultat ardu, pour le-

quel on se contentera de donner les grandes lignes. Essentiellement, il s'agit

de remarquer qu'il est possible de compacti�er H , les points de H � H cor-

respondant �a des courbes pseudo-holomorphes pr�esentant des singularit�es. Le

r�esultat s'obtient alors en constatant que ces courbes singuli�eres sont organis�ees

en strates dont la dimension est strictement inf�erieure �a celle de H . Comme on

�etudie ici uniquement des espaces de dimension nulle (quitte �a ne consid�erer que

des courbes passant par tous les points de 
), il y a g�en�eriquement absence de

courbes singuli�eres, et donc H (resp. H
) est compact.

On traitera d'abord le cas d = 0. A cause de la compacit�e de X , il n'y a pas

de probl�emes de points partant �a l'in�ni. La seule fa�con dont une suite de H

peut ne pas converger correspond �a une suite tendant vers une surface immerg�ee
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(et non plong�ee) dans X , �eventuellement non connexe, et pouvant comporter des

points singuliers. L'id�ee est alors de montrer que de telles limites correspondent

�a des �equations faisant intervenir des op�erateurs dont l'indice est strictement

inf�erieur �a celui qui correspond �a H .

Pla�cons-nous par exemple dans le cas o�u la limite est une courbe pseudo-

holomorphe connexe immerg�ee comportant un nombre n de points doubles, qui

correspondent tous �a un nombre d'intersection positif (car on est sur C ). L'image

dans H2(X;Z) de la classe fondamentale de cette courbe est bien sûr toujours le

dual de e.

Cette courbe immerg�ee poss�ede un �br�e normal, dont le degr�e n'est plus e:e

comme avant. En e�et, au voisinage d'un point double, l'image de la courbe dans

X poss�ede deux "brins" A et B. Si on d�ecale la courbe, il est clair que A rencontre

la copie d�ecal�ee de B, et B rencontre la copie d�ecal�ee de A, ces deux intersections

ayant un signe positif �a cause de l'holomorphie. Ces deux intersections comptent

dans le nombre d'intersection e:e, cependant si on consid�ere le �br�e normal �a la

courbe, elles n'apparaissent pas. En cons�equence, le degr�e � du �br�e normal

s'obtient en enlevant 2 pour chaque point double, c'est-�a-dire

� = e:e� 2n:

La formule d'adjonction (6.1) s'�ecrit ici

2� 2g + � = �c1(K):e:

De plus la courbe immerg�ee appartient �a un espace de modules d�e�ni de fa�con

analogue �a H , mais constitu�e d'images d'immersions au lieu de sous-vari�et�es. La

preuve du lemme 6.4 indique que pour J g�en�erique, cet espace de modules est

lisse de dimension d0 = 2 � 2g + 2�. Les formules pr�ec�edentes donnent alors

d0 = �c1(K):e+ e:e � 2n, soit strictement moins que d. Comme d = 0, on en

d�eduit que g�en�eriquement il n'existe pas de telles courbes.

Le cas o�u la courbe n'est pas connexe s'obtient en remarquant que par somme

sur les composantes on a encore d0 = d� 2n strictement inf�erieur �a d. Dans le

cas d > 0, on proc�ede de même en remarquant que la contrainte de passage par

d=2 points diminue la dimension de d, ce qui donne d0 � d = �2n < 0.

Le même type d'argument permet de montrer que de fa�con g�en�erique il n'y a

pas apparition de points singuliers ou de points d'intersection entre les di��erentes

composantes de la surface. 2

On peut alors d�e�nir les invariants de Gromov d'une vari�et�e symplectique.

D�e�nition 6.7 - Soit X une vari�et�e compacte symplectique de dimension 4.

On d�e�nit pour chaque classe e 2 H2(X;Z) l'�el�ement Gr(e) 2 Zd�e�ni comme

suit :

a) Lorsque d < 0 dans (6.2), on pose Gr(e) = 0.

b) Lorsque d = 0, alors pour J g�en�erique, H est un ensemble �ni de points

sign�es, et on d�e�nit Gr(e) comme le nombre de ces points compt�es avec les signes

correspondants.

19



c) Lorsque d > 0, alors pour J et 
 g�en�eriques, H
 est un ensemble �ni de

points sign�es, et on d�e�nit Gr(e) comme le nombre de ces points compt�es avec

les signes correspondants.

Le terme d'\invariant" est justi��e par la proposition suivante.

Proposition 6.8 - L'invariant Gr : H2(X;Z) ! Zne d�epend que du couple

(X;!). Autrement dit, la valeur de Gr est ind�ependante du choix de la structure

presque complexe J, et dans le cas d > 0, de l'ensemble 
. De plus si (!t) est

une famille continue de formes symplectiques sur X, les invariants Gr associ�es

�a !0 et !1 co��ncident. En�n, Gr est invariant par les di��eomorphismes de X

en ce sens que si � : X ! X est un di��eomorphisme, l'invariant Gr(e) pour la

forme symplectique ! est �egal �a l'invariant Gr(��e) pour la forme symplectique

��!.

7 Le th�eor�eme principal

7.1 Enonc�e

Les similarit�es des d�e�nitions des invariants de Seiberg-Witten et des invariants

de Gromov (y compris dans les formules (5.3) et (6.2)), ainsi que le cas des

vari�et�es k�ahl�eriennes, ont conduit Taubes �a conjecturer puis formuler l'�enonc�e

suivant ([T3]) :

Th�eor�eme 7.1 - Soit X une vari�et�e compacte orient�ee symplectique de dimen-

sion 4 avec b+2 � 2. Soit E un �br�e en droites complexes non trivial sur X, et

soit L = K�1 
 E2. Alors SW (L) = �Gr(c1(E)).

On se contentera ici du r�esultat suivant, plus faible, qui comporte d�ej�a de

nombreuses cons�equences int�eressantes.

Th�eor�eme 7.2 - Soit X une vari�et�e compacte orient�ee symplectique de dimen-

sion 4 avec b+2 � 2. Soit E un �br�e en droites complexes non trivial sur X et

soit L = K�1 
 E2. Si SW (L) 6= 0, alors il existe une courbe symplectique

plong�ee dont la classe fondamentale est le dual de Poincar�e de c1(E).

Pour cela on consid�erera une famille �a un param�etre de perturbations des

�equations de Seiberg-Witten, et �a partir d'une suite de solutions correspondant

�a des valeurs du param�etre tendant vers l'in�ni, on exhibera une courbe pseudo-

holomorphe comme limite du lieu des z�eros de la projection des solutions sur le

facteur E.

L'hypoth�ese de non-trivialit�e de E tient au fait que si E est �egal au �br�e

trivial I , la courbe symplectique construite a une classe fondamentale nulle, et

est donc potentiellement vide. Cependant ce qui suit s'applique quand même �a

ce cas.
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7.2 Notations

On munit tout d'abord X d'une m�etrique o�u il existe une base orthonorm�ee

v�eri�ant (5.1). On a vu �a la section 5 que pour la structure spinc canonique, S+

se d�ecompose en I �K�1. D'apr�es ce qu'on a vu �a la section 3, la donn�ee d'une

connexion surK�1 (et de la connexion de Levi-Civita sur TX) �xe une connexion

sur S+, donc par projection une connexion sur le facteur I . La condition que l'on

souhaite imposer est l'existence d'une section globale parall�ele u0 ne s'annulant

pas de I , c'est �a dire que la connexion sur I doit être la connexion triviale d

dans la trivialisation �x�ee par u0. On peut en outre imposer que u0 soit partout

de norme 1. Cette condition �xe une unique connexion (modulo jauge), A0,

sur K�1. De plus la projection sur le second facteur de la connexion sur S+

correspondante est en fait exactement A0, car la connexion induite sur I est

triviale.

Si X est k�ahl�erienne, c'est-�a-dire si la structure presque complexe J est in-

t�egrable, la connexion sur S+ pr�eserve la d�ecomposition en I�K�1. Cependant
dans le cas g�en�eral, ce n'est pas le cas. Posons rA0

u0 = b, o�u b est une 1-

forme �a valeurs dans K�1 (dans le cas o�u X est k�ahl�erienne on a donc b = 0).

La connexion rA0
di��ere de d � A0 d'une 1-forme antihermitienne, donc la

connexion rA0
s'�ecrit sous forme matricielle

rA0
=

 
d �b�
b A0

!
:

Lemme 7.3 - DA0
u0 = 0.

D�emonstration: On applique DA0
�a l'�equation !:u0 = �2i:u0. Il vient,

en sous-entendant les sommations sur les indices libres, D(!):u0 + e� :!:b� =

�2i:e� :b� . Or D(!) = (d+d�)! = d!+�d! (car ! est autoduale). De plus on a

d! = 0 car ! est symplectique. Comme ! agit sur b� 2 K�1 par multiplication
par +2i, il vient donc que 2i:e�:b� = �2i:e� :b� , d'o�u DA0

u0 = e� :b� = 0. 2

On se �xe d�esormais un �br�e en droites E, et donc une structure spinc. On

va �etudier la famille d'�equations de Seiberg-Witten perturb�ees suivante, index�ee

par un r�eel r > 0, dont les inconnues sont une connexion A sur L = K�1 
 E2

et une section  de S+ = E � (K�1 
E) :

(
DA = 0

F+
A
= 1

4!
 + F+

A0
� i:r

4 !:
(7.1)

Cela revient �a �xer � = F+
A0
� i:r

4 ! dans (4.2), donc les r�esultats de la section 4

impliquent que cette perturbationn'a�ecte pas les propri�et�es de l'espace des solu-

tions. Fixons les notations suivantes : tout d'abord, A induit une connexion rA

sur S+. Par projection sur le premier facteur, cela fournit une connexion ra sur

E, et sur le second facteur,r0
A
sur K�1
E. Ces deux connexions s'obtiennent

en fait �a partir de d et A0 qui correspondaient �a la structure spin
c canonique en

ajoutant une même connexion sur le facteur E, qui est donc n�ecessairementra.
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On a donc sur K�1 
E, r0
A
= (A0 
 1) + (1
 ra) et donc sur le d�eterminant

L = K�1 
 E2, A = (A0 
 1) + 2:(1
 ra). Ces relations impliquent que les

courbures de A, A0, ra et r0
A
v�eri�ent Fa = F 0

A
� FA0 = 1

2
(FA � FA0). En�n,

la connexion rA s'�ecrit sous forme matricielle

rA =

 
ra �b�
b r0

A

!
:

Il est utile d'�ecrire la section  sous la forme  = r1=2:(�u0+�), o�u � est une

section de E et � est une section de K�1 
 E. ! s'�ecrit alors conform�ement

�a (5.4) (en ajoutant un facteur r dû �a la convention prise ici), et la seconde

�equation de (7.1) signi�e que l'expression de la multiplication de Cli�ord par

F+
A
� F+

A0
est

F+
A
� F+

A0
=
r

2

 
j�2j � j�j2 � 1 2���

2��� j�j2 � j�j2 + 1

!
:(7.2)

La premi�ere �equation, quant �a elle, s'�ecrit e�:(rA(�:u0+�))� = 0 (o�u l'indice

� d�esigne l'�evaluation sur le vecteur e�). En utilisant le fait queDA0
u0 = e�:b� =

0 et de même b��:e
�:u0 = 0, seuls les termes diagonaux dans rA interviennent,

ce qui donne

(ra�)�:e
�:u0 + e�:(r0

A�)� = 0(7.3)

Appliquons �a nouveau l'op�erateur de Dirac �a cette �equation. Il vient

(rara�)��e
�e�:u0+ (ra�)�e

�e�:b� + e
�e�:(r0

Ar0
A�)�� � b��(r0

A�)�e
�e�u0 = 0

Dans le deuxi�eme et le quatri�eme terme, on peut utiliser la relation e� :e� +

e�:e� = �2��� pour �echanger � et �, puis utiliser e� :b� = 0 et b��e� :u0 = 0 pour

ne garder que les termes diagonaux. Il vient donc

(rara�)��e
�e�:u0 � 2hra�; bi+ e�e�(r0

Ar0
A�)�� + 2hb�;r0

A�i:u0 = 0

On peut d�ecomposer le permier terme en d'une part �P�(rara�)��u0 =

(r�
a
ra�)u0 et d'autre part

P
�6=�(rara�)��e

� :e�:u0 =
P
�<�

((rara�)�� �
(rara�)��)e

� :e�:u0 =
P
�<� Fa(e

� ; e�)�:e� :e�:u0 = Fa�:u0. De même le troi-

si�eme terme se r�e�ecrit (r0
A
)�r0

A
� + F 0

A
:�. On obtient donc

(r�
ara�):u0 + �:Fa:u0 � 2hra�; bi+r0

A

�r0
A� + F 0A:� + 2hb�;r0

A�i:u0 = 0

(7.4)

7.3 Bornes sur �

Calculons le produit scalaire L2 de (7.4) avec �. On utilise le fait que Fa =
1
2(FA � FA0) et F

0
A
= FA0 +

1
2(FA � FA0) pour substituer l'expression (7.2), et

on obtient

Z
r

2
j�j2j�j2 � 2hra�; �

�bi+ jr0
A�j2 �

r

4
(j�j2 � j�j2 � 1)j�j2+ hF 0A0�; �i = 0

(7.5)
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Le dernier terme est minor�e par �kj�j2, o�u k > 0 est une constante ind�e-

pendante de r. Le terme en r

4 j�j2j�j2 quant �a lui est minor�e par 0. Il vient

alors

Z
r

4
j�j4 + (

r

4
� k)j�j2 + jr0

A
�j2 � 2

Z
hra�; �

�bi � z

Z
1

r�
jra�j2 + r�j�j2

(7.6)

pour tout � > 0, o�u z d�esigne une constante positive ind�ependante de r (c'est en

fait la norme de b).

Comme on �etudie le comportement des �equations lorsque r tend vers l'in�ni,

on peut supprimer le terme �kj�j2. Pour � = 1
8 il vient

Z
r

8
j�j2 + jr0

A�j2 � z0
Z

1

r
jra�j2

Si on note k:k la norme L2, on obtient donc des majorations de kr1=2�k et

kr0
A
�k par un multiple uniforme de r�1=2kra�k. Comme rA� = r0

A
� � b��,

une majoration de krA�k en d�ecoule directement. On a donc le lemme suivant :

Lemme 7.4 - Pour r su�samment grand, krA�k et kr1=2�k sont born�es par

un multiple uniforme de r�1=2kra�k.

La d�e�nition de l'op�erateur de Dirac implique trivialement que la même ma-

joration s'applique �a kDA�k. On en d�eduit que � est "presque holomorphe"

pour r grand, en ce sens qu'on a :

Lemme 7.5 - Pour r su�samment grand, la norme L2 de la projection de

ra� sur E 
 �0;1 est born�ee par un multiple uniforme de r�1=2:kra�k.

En e�et, la formule (7.3) et le lemme 7.4 impliquent que (ra�)�:e
�:u0, qui

est �egal �a �DA�, v�eri�e la majoration souhait�ee. Or (ra�)�e
�:u0 est �egal �a

re1
�:(e1:u0) + rJe1

�:(Je1:u0) + : : :, soit (re1
� + irJe1

�):e1:u0 + : : :, ce qui

correspond pr�ecis�ement �a la partie antiholomorphe de la connexion.

Pour r�esumer on peut dire que quand r est grand, � tend �a être holomorphe

et � tend vers 0.

Il est �a noter que dans le cas o�u X est k�ahl�erienne, le membre de droite de

(7.6) est nul parce que b = 0, et donc pour r assez grand (r > 4k) l'�equation

(7.6) implique que � = 0. L'�equation de Dirac s'�ecrit alors DA� = 0, c'est

�a dire ra�
(0;1) = 0. Dans le cas k�ahl�erien � est rigoureusement nul et �

est rigoureusement holomorphe, ce qui permet d'obtenir directement la courbe

pseudo-holomorphe voulue comme lieu des z�eros de � et d'achever imm�ediatement

la preuve du th�eor�eme. Cependant dans le cas o�u X est seulement symplectique,

on ne peut conclure qu'�a partir de la limite quand r tend vers l'in�ni, ce qui

complique la preuve.
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7.4 Bornes sur �

On r�e�ecrit le produit scalaire de (7.4) avec �u0, en utilisant le fait que les 3

derniers termes correspondaient �a D2
A
�, et en substituant Fa grâce �a (7.2). Il

vient Z
jra�j2 +

r

4
(j�j2 � j�j2 � 1)j�j2 + h�u0; D2

A
�i = 0(7.7)

soit en ajoutant des termes de part et d'autre, et en utilisant le fait que l'op�erateur

de Dirac est formellement autoadjoint,Z
jra�j2+

r

4
(j�j2�1)2 =

Z
r

4
j�j2(j�j2�1)�

Z
r

4
(j�j2�1�j�j2)�

Z
hD(�u0); D�i

On remarque que (FA � FA0) ^ ! = 1
4!

 ^ ! � ir

4 ! ^ ! = 1
4(he1:e2: ;  i+

he3:e4: ;  i)vol� ir

2
vol, ce qui est �egal �a ir

2
(j�j2 � j�j2 � 1)vol. En reportant

ceci dans le second terme �a droite dans l'�equation pr�ec�edente et en majorant les

autres termes �a droite, il vient

Z
jra�j2 +

r

4
(j�j2� 1)2 �

Z
r

4
j�j2j�j2 + i

2

Z
((FA � FA0) ^ !) +

Z
jra�jjDA�j

(7.8)

Si on revient �a l'�equation (7.5) en remarquant que les trois derniers termes

correspondent au produit scalaire L2 de D2
A
� par �, c'est �a dire la norme L2 de

DA�, il vientZ
r

2
j�j2j�j2 + jDA�j2 � z

Z
jra�jj�j � z0:r�1

Z
jra�j2(7.9)

o�u z et z0 d�esignent encore des constantes positives. Le terme
R
r

4 j�j2j�j2 �
z0

2 :r
�1 R jra�j2 peut donc être pass�e �a gauche dans (7.8) lorsque r est assez

grand, quitte �a ajouter un facteur constant dans l'�equation.

De plus pour tout � > 0 et pour une certaine constante z00,Z
jra�jjDA�j �

1

2
(�

Z
jra�j2 +

1

�

Z
jDA�j2) �

�

2

Z
jra�j2 +

z00

�:r

Z
jra�j2

(�a cause du lemme 7.4). En choisissant � assez petit, pour r assez grand, ce terme

peut donc être pass�e �a gauche dans (7.8) quitte �a ajouter un facteur constant.

On obtient donc pour une certaine constante positive M ind�ependante de r,Z
jra�j2 +

r

4
(j�j2 � 1)2 �M

Z
i(FA � FA0) ^ ! = 4�M:c1(E):!

On a donc le lemme suivant :

Lemme 7.6 - L'int�egrale
R jra�j2 + r

4(1 � j�j2)2 est born�ee par M:c1(E):!,

o�u M > 0 ne d�epend pas de r.

Un fait remarquable est que ce lemme a de nombreuses cons�equences directes

dont les th�eor�emes qui sont prouv�es dans [T1] et [T2], �a savoir les r�esultats

suivants :

24



Th�eor�eme 7.7 - Soit X une vari�et�e symplectique compacte orient�ee de dimen-

sion 4 avec b+2 � 2. Alors les structures spinc correspondant �a E = I et E = K

ont un invariant de Seiberg-Witten �egal �a �1.

D�emonstration: On se place d'abord dans le cas E = I (structure spinc

canonique). Le lemme 7.6 s'applique, or c1(E) = 0, donc lorsque r est su�s-

amment grand, pour toute solution de l'�equation (7.1), l'int�egrale du lemme est

nulle. Ceci implique qu'une solution v�eri�e n�ecessairement j�j � 1 et jra�j � 0.

Le lemme 7.4 implique alors que � est partout nul.

Par une transformation de jauge, on peut se ramener �a � � 1 soit  = r1=2u0.

La section � �etant parall�ele, la connexion ra est alors la connexion triviale d

sur I . Or la connaissance de ra d�etermine A, donc A = A0. En cons�equence

pour r assez grand, (7.1) admet une unique solution modulo jauge (r1=2u0; A0),

et l'invariant de Seiberg-Witten vaut �1.
Le r�esultat pour E = K d�ecoule de la sym�etrie de la proposition 5.6. 2

Th�eor�eme 7.8 - Si une structure spinc sur X a un invariant de Seiberg-Witten

non nul, alors 0 � c1(E):! � c1(K):!.

D�emonstration: Le membre de gauche du lemme 7.6 est toujours positif

ou nul, donc s'il existe des solutions de (7.1), on a n�ecessairement c1(E):! � 0.

L'autre in�egalit�e d�ecoule directement de la sym�etrie des invariants (proposition

5.6). 2

Une autre cons�equence du lemme 7.6 est le r�esultat suivant :

Lemme 7.9 - La mesure m de l'ensemble des points o�u j�j2 < 1
2 v�eri�e m =

O(r�1).

D�emonstration: m est la mesure de l'ensemble des points o�u r

4(1�j�j2)2 >
r

16 , donc m � 16
r

R
r

4(1� j�j2)2 �
16M
r
c1(E):!, ce qui donne la borne requise. 2

7.5 Formule de monotonie

On cherche �a limiter d'une certaine fa�con l'ensemble des points o�u � s'annule.

Pour cela on construit une fonctionnelle "�energie" qui est born�ee sur X et dont

on montre �a l'aide d'une formule de monotonie qu'elle est grande au voisinage

des z�eros de �.

Lemme 7.10 - On pose Q = r

4(1 � j�j2). Alors l'int�egrale de Q sur X est

born�ee par une constante ind�ependante de r.

D�emonstration: La formule (7.7) peut être r�e�ecrite sous la forme suivante :Z
X

r

4
(1� j�j2) =

Z
X

jra�j2 +
r

4
(1� j�j2)2 � r

4
j�j2j�j2 + h�u0; D2

A�i
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En utilisant le fait que l'op�erateur de Dirac est formellement autoadjoint et le

fait que DA(�u0) = �DA�, on obtient
R
X
Q �

R
X
jra�j2 + r

4(1 � j�j2)2. Le

lemme 7.6 permet alors de conclure. 2

Pour prouver la formule de monotonie on aura besoin de la borne uniforme

suivante sur la courbure Fa :

Lemme 7.11 - En tout point la courbure Fa de la connexion ra v�eri�e la borne

jFaj �
r

4
(1� j�j2) +K

o�u K devient n�egligeable lorsque r est grand.

Id�ee de D�emonstration : On a jFaj2 = jF+
a j2 + jF�a j2. La norme de F+

a

est directement born�ee grâce �a l'�equation (7.1). En e�et F+
a = 1

8!
 � i:r

8 !, et en

n�egligeant les termes en �, ! �= j�j2!, d'o�u en utilisant le fait que j!j =
p
2,

la majoration jF+
a j � r

4
p
2
(1� j�j2) +K+.

Pour obtenir une majoration sur F�a on remarque que par l'identit�e de Bianchi

dFa = 0 donc d�dF�a = �d�dF+
a . En substituant l'�equation (7.1) et en utilisant

la formule de Weitzenb�ock, on obtient une in�equation di��erentielle sur jF�
a
j. Un

long calcul bas�e sur une comparaison avec la solution d'une �equation di��erentielle

proche de cette in�equation permet, en utilisant le principe du maximum, de

montrer l'in�egalit�e voulue : jF�a j � r

4
p
2
(1� j�j2) +K�.

Le calcul donne la majoration K = O(r1=2(1 � j�j2)) + O(1), ce qui est

su�samment petit pour permettre de prouver la formule de monotonie. Il est

cependant �a noter qu'une fois la formule de monotonie obtenue, il est possible

d'a�ner cette majoration, et d'obtenir la borne K = O(1). 2

Lemme 7.12 - Il existe une constante � > 0 (ind�ependante de r) telle que

pour tout s > 0, pour r assez grand (r > r0(s)), en tout point x o�u � s'annule,

si on note B(x; s) la boule de centre x et de rayon s,
R
B(x;s)Q � �s2.

Id�ee de D�emonstration : On note B la boule de centre x et de rayon s,

et @B son bord. Soit f(s) =
R
B
Q. On sait que Fa ^ ! = 1

2(FA � FA0) ^ ! =
ir

4 (j�j2� j�j2� 1) donc f(s) =
R
B

r

4(1� j�j2) =
R
B
(iFa^ !)�

R
B

r

4 j�j2. De plus
localement on peut �ecrire la forme symplectique comme ! = du : par exemple

dans des coordonn�ees locales s'annulant en x, on peut choisir u = 1
2(x1:e2 �

x2:e1 + x3:e4 � x4:e3) �a des termes quadratiques pr�es, ce qui implique que dans

la boule consid�er�ee u est de norme inf�erieure �a s

2 (�a un terme en s2 pr�es, qu'on

peut n�egliger si s est assez petit). On a alors en utilisant la formule de Stokes et la

borne obtenue sur Fa, f(s) =
R
B
(iFa^du)� r

4

R
B
j�j2 = R

@B
(iFa^u)� r

4

R
B
j�j2 �

s

2

R
@B
jFaj � r

4

R
B
j�j2 � s

2

R
@B

r

4(1� j�j2) + s

2

R
@B
K� r

4

R
B
j�j2.

On a donc montr�e que modulo le terme correctif K (qui est cependant parti-

ellement compens�e par l'int�egrale de j�j2) on a
R
B
Q . s

2

R
@B
Q, soit f(s) .

s

2f
0(s), ce qui implique que la fonction s ! f(s)

s2
est croissante modulo des ter-

mes correctifs qui disparaissent quand r devient grand.
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D'autre part, un calcul analogue �a la preuve de la proposition 4.4 en tenant

compte du terme de perturbation permet de montrer qu'on a uniform�ement j j =
O(r1=2). En appliquant la formule de Weitzenb�ock �a  et en exprimant les termes

�a partir des �equations (7.1), on obtient une borne uniforme jr�r j = O(r3=2).

Pour r su�samment grand, on consid�ere alors un voisinage de taille r�1=2 de

x sur lequel on e�ectue un changement de m�etrique d'un facteur r�1=2 pour

ramener le rayon de la boule �a une taille constante. Apr�es changement d'�echelle

 est toujours born�e par O(r1=2), tandis que r�r est divis�e par r et devient

born�e par O(r1=2).

Le th�eor�eme d'existence de param�etrix pour l'op�erateur elliptique r�r en-

trâ�ne l'existence d'un op�erateur pseudo-di��erentiel d'ordre -1 P et d'un op�erateur

r�egularisantQ tels quer = P (r�r )+Q . Or chacun de ces deux op�erateurs
induit une application continue L1 ! Lp ! L

p

1 pour tout p, et pour p > 4

l'inclusion L
p

1 ! L1 est continue, donc on obtient une borne uniforme jr j �
Cjr�r j + C0j j. Le fait que les op�erateurs convergent vers ceux qui corres-

pondent �a la boule unit�e de R4 plat implique que si r est assez grand, les con-

stantes C et C0 peuvent être choisies ind�ependantes de r. On en d�eduit que les

d�eriv�ees premi�eres de  apr�es changement d'�echelle sont born�ees uniform�ement

par un multiple uniforme de r1=2. Avant changement d'�echelle on avait donc

jrA j = O(r), et donc jra�j = O(r1=2).

On en d�eduit que si �(x) = 0, alors dans une boule de centre x et de rayon

s0 = K:r�1=2 on a j�j2 � 1
2 , donc Q � r

8 . On a donc
R
B
Q � r

8vol(B) = K0:r�1.
D'o�u on d�eduit que f(s0)

s2
0

� �, et en utilisant la propri�et�e de croissance de f(s)
s2

il

vient que pour s > s0 c'est �a dire r >
K
2

s2
, f(s)

s2
� �, ce qui donne le r�esultat. 2

7.6 Convergence pour r!1

Consid�erons une suite de solutions correspondant �a une suite de param�etres rn
tendant vers l'in�ni. Pour chacune de ces solutions, le lieu des z�eros de �n est

une surface �n dans X . Pour tout � > 0, on peut recouvrir �n par un nombre

N(�; n) de boules (de �n) de rayon � (pour la m�etrique induite par celle de X),

de telle fa�con que chaque point appartienne �a au plus k d'entre elles, o�u k est

une constante qui ne d�epend que de la dimension de l'espace recouvert (ici 2).

Pour n assez grand, le lemme 7.12 a�rme que dans chacune de ces boules

l'int�egrale de Q est plus grande que �:�2, donc �a cause de la propri�et�e de re-

couvrement par au plus k boules, l'int�egrale de Q sur la r�eunion des boules

est minor�ee par �

k
�2N(�; n). Or par le lemme 7.10, cette int�egrale est major�ee

par une constante A, donc en notant M = k:A

�
on a N(�; n) � M:��2. Cette

majoration uniforme implique le r�esultat suivant :

Lemme 7.13 - Les surfaces �n poss�edent une sous-suite convergente au sens

de Hausdor� vers une partie ferm�ee � � X dont la dimension de Hausdor� est

au plus 2.

D�emonstration: En e�et, pour chaque entier N , pour n assez grand, �n
est contenu dans la r�eunion de M:4N boules de rayon 2�N , dont on notera les
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centres xn;N;i. Par compacit�e de XM:4N il existe une sous-suite de param�etres

r�(n) telle que pour chaque i, x�(n);N;i converge vers un certain xN;i. Quitte �a

e�ectuer une extraction diagonale on peut supposer que la convergence a lieu

pour tout N . On note alors U(N) =
S
i
B(xN;i; 2

2�N). Il est facile de v�eri�er

qu'on a toujoursU(N+1) � U(N). Il su�t alors de poser � =
T
N
U(N). Le fait

que dim� � 2 d�ecoule directement de la construction. � est un ferm�e deX parce

que c'est l'intersection des ferm�es U(N) �a cause du fait que U(N + 1) � U(N).

2

On va maintenant montrer que les formes de courbure convergent vers un

courant holomorphe �a support dans �. Pour cela on utilisera le lemme suivant,

qui d�ecoule de l'�etude locale des solutions et de leur comparaison avec les solu-

tions sur un �br�e trivial sur C 2 :

Lemme 7.14 - Il existe une constante C telle qu'en un point x dont la distance

�a ��1(0) est d, on a jFaj = O(r: exp(�Cr1=2:d)).

Consid�erons maintenant la suite de courants sur X donn�ee par Fn = iFa

2�

pour chaque solution. Cette suite est born�ee au sens L1 d'apr�es les lemmes

7.10 et 7.11, en cons�equence elle admet une sous-suite qui converge au sens des

distributions vers un certain courant F . Les propri�et�es de F sont les suivantes :

Lemme 7.15 - Le courant F est de type (1,1), et son support est contenu dans

�. De plus l'int�egrale de F sur un disque su�samment petit dont le bord ne

rencontre pas � est invariante par homotopie, et sa valeur est un entier. Si

de plus le disque consid�er�e est l'image d'un plongement pseudo-holomorphe et

rencontre �, cet entier est strictement positif.

Id�ee de D�emonstration: Le fait que le support de F soit contenu dans

� d�ecoule directement du lemme 7.14. En e�et soit � une 2-forme �a support

disjoint de �. Si on note d la distance du support de � �a �, on sait que pour n

assez grand le support de � est �a distance d=2 de �n. La majoration du lemme

7.14 implique alors que
R
Fn ^ �! 0, ce qui donne le r�esultat.

Pour montrer que F est de type (1,1) c'est-�a-dire J-invariant, il su�t de

montrer que pour toute forme �,
R
Fn ^ (� � J�) ! 0. Pour cela, �a N �x�e on

utilise une partition de l'unit�e pour �ecrire � = �1 + �2 o�u �1 est �a support dans

X�U(N+1) et �2 est �a support dans U(N). Les seuls termes non J-invariants

de Fa sont les termes non diagonaux (i.e. orthogonaux �a !) de F
+
a , dont la norme

est born�ee par r2 j�jj�j. On a donc, en utilisant l'in�egalit�e de H�older, j
R
Fa^(�2�

J�2)j �
R
U(N) rj�jj�jj�2j � r: sup(j�j): sup(j�2j):(

R
X
j�j2)1=2:vol(U(N))1=2. Or

on a vu qu'un analogue de la proposition 4.4 permet de borner uniform�ement �

ind�ependamment de r, et d'autre part la norme L2 de � est O(r�1) en utilisant

les lemmes 7.4 et 7.6. Comme le volume de U(N) tend par construction vers 0

quand N tend vers l'in�ni, on en d�eduit que
R
Fn ^ (�2 � J�2) est aussi petit

qu'on le souhaite, et ce ind�ependamment de n, �a condition de choisir N assez

grand. Par ailleurs une fois N �x�e,
R
Fn ^ (�1 � J�1) tend vers 0 lorsque n

tend vers l'in�ni parce que le support de F est contenu dans �. On en d�eduit le

r�esultat voulu.
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Le fait que l'int�egrale de F sur un disque convenable soit bien d�e�nie et

invariante par homotopie d�ecoule du fait que la courbure est une forme ferm�ee.

En e�et soit une famille de disques, � : D � [0; 1] ! X telle que ��1(�) soit
compact (c'est-�a-dire que les points d'intersection avec � ne traversent pas le

bord des disques). En utilisant l'identit�e de Bianchi (dFa = 0) et la formule

de Stokes, on a
R
D�f0g �

�Fn �
R
D�f1g �

�Fn =
R
@D�[0;1]�

�Fn. Par l'hypoth�ese

de compacit�e de ��1(�), le bord �(@D � [0; 1]) est �a une distance d > 0 de �,

donc de �n pour n grand. Le lemme 7.14 implique alors que les int�egrales de

Fn sur les deux disques �(D � f0g) et �(D � f1g) di��erent d'au plus un terme

exponentiel qui tend vers 0 quand n devient grand. Ceci signi�e que si on peut

int�egrer F sur les disques concern�es, la valeur de l'int�egrale ne change pas quand

on d�eforme le disque (�a condition que le bord ne traverse pas �).

Consid�erons un disque D dont le bord ne rencontre pas � (on dira qu'un tel

disque est admissible). Le bord de D est �a une distance d > 0 du ferm�e �, donc

il est possible d'appliquer la remarque ci-dessus �a une d�eformation su�samment

petite de D. Ceci entrâ�ne qu'au terme correctif exponentiel pr�es, pour � assez

petit,
R
D
Fn �= 1

��2

R
V�(D) Fn^�(dz^dz), o�u V�(D) d�esigne l'ensemble des points

�a distance inf�erieure �a � de D et o�u dz^dz d�esigne un prolongement de la forme

volume de D. La convergence de Fn vers F au sens des distributions entrâ�ne

donc celle de
R
D
Fn, ce qui signi�e qu'on peut int�egrer F sur D.

Pour montrer que l'int�egrale de F sur un disque admissible D � X est un

entier, on e�ectue la construction suivante. Soit D0 le disque unit�e inclus dans

la sph�ere S2, et � : D0 ! D permettant d'identi�er les deux disques consid�er�es.

��ra est une connexion sur un �br�e en droites sur D0, dont la courbure pr�es du

bord de D0 est petite d'apr�es le lemme 7.14. Ceci implique qu'on peut �etendre le

�br�e en droites et la connexion �a tout S2, et ce de telle fa�con qu'en dehors de D0

la courbure soit born�ee par un multiple de r: exp(�Cr1=2:d). L'int�egrale sur S2
de la courbure est �egale �a la classe de Chern du �br�e ainsi construit, qui est un

entier. On en d�eduit que
R
D
Fn est proche de cet entier, la di��erence des deux

correspondant �a l'int�egrale de la courbure sur S2 � D0, ce qui est d�ecroissant

avec r de fa�con exponentielle. Par passage �a la limite,
R
D
F est un entier.

Dans le cas o�u le disque D est pseudo-holomorphe, cet entier est positif ou

nul. En e�et la restriction de Fn �a D est une 2-forme, donc un multiple de la

forme volume : FnjD = f:vol. En fait seule la partie de type (1,1) intervient,

c'est-�a-dire 1
16� (1� j�j2+ j�j2)!+

i

2�F
�
a . On a donc f � 1

16� (1� j�j2+ j�j2)�
1

2
p
2�
jF�a j. D'apr�es la majoration de F�a vue au lemme 7.11, on a donc f �

� K�

2
p
2�
, o�u K� est born�e par une constante. On en d�eduit que si le disque

consid�er�e est assez petit,
R
D
Fn � �1

2 . Comme cette int�egrale converge pour

n!1 vers un entier, sa limite est donc positive ou nulle.

La preuve du fait que
R
D
F est strictement positive fait appel �a la com-

paraison des solutions de (7.1) au voisinage du point consid�er�e avec les solutions

des �equations correspondantes sur C 2 (
R
D
F peut en fait être interpr�et�e comme

le nombre d'intersection de � avec D). 2
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7.7 Holomorphie de la limite

Soit D le disque unit�e de C . Pour toute application admissible � : D ! X

(c'est-�a-dire telle que le bord de �(D) ne rencontre pas �) on dispose d�esormais

d'un entier I(�) =
R
D
��F qui v�eri�e les propri�et�es suivantes :

(1) Si �(D) � X � � alors I(�) = 0.

(2) Si �0 et �1 sont homotopes de fa�con admissible (c'est-�a-dire sans que le

bord des disques traverse �), alors I(�0) = I(�1).

(3) Si � est admissible et � : D ! D est une application propre de degr�e k,

alors I(� � �) = k:I(�).

(4) Si ��1(�) est contenu dans une union disjointe de disques Di � D, et si

on note �i : D ! Di morphisme conforme et �i = � � �i, on a I(�) =
P
i
I(�i).

(5) Si � est un plongement pseudo-holomorphe dont l'image rencontre �,

alors I(�) > 0.

Ces propri�et�es su�sent �a assurer que � est une courbe pseudo-holomorphe.

Pour cela on commence par remarquer que les propri�et�es (4) et (5) permettent

d'obtenir une borne sur le nombre de composantes qui constituent l'intersection

d'un disque pseudo-holomorphe donn�e �0(D) avec �. D'autre part, en appli-

quant la propri�et�e (2) �a des d�eformations judicieuses, il est possible de d�ecompo-

ser en plusieurs parties les composantes non ponctuelles de l'intersection, tout

en conservant la propri�et�e de pseudo-holomorphie au voisinage des intersections.

On obtient donc que presque tout disque pseudo-holomorphe proche du disque

de d�epart ne rencontre � qu'en au plus I(�0) points. On obtient alors le lemme

suivant :

Lemme 7.16 - Pour tout x 2 �, pour un choix g�en�erique d'un rep�ere complexe

au voisinage de x, il existe un voisinage V de x, un entier m et une application

continue � d'un petit disque de C dans l'espace SmC des m-uplets non-ordonn�es

de points, tels que � \ V soit l'ensemble des points de coordonn�ees (�; w) tels

que � 2 �(w).

On va maintenant montrer que � est une vari�et�e lipschitzienne en presque

tout point. Pour cela on introduit les notations suivantes : on se �xe un rayon

� > 0 et un point x 2 �. Dans un rep�ere complexe �x�e en x, pour chaque droite

complexe � 2 CP1, on notera ��;� un plongement holomorphe dont l'image est

un disque de rayon � centr�e en x, dont l'espace tangent en x est la droite �. Il

existe un ouvert dense 
 � CP1 tel que si � 2 
, l'intersection du disque ��;�(D)

avec � est �nie. On note alors n�(x) = I(��;�) pour tout � su�samment petit.

De plus le fait que � est ferm�e implique que pour tout �0 proche de � on a

n�0(x) � n�(x) (semi-continuit�e). Une direction � est alors dite stable si pour

tout �0 proche de � on a n�0(x) = n�(x). Les directions stables constituent

un ouvert de CP1, et cet ouvert est dense parce qu'au voisinage d'un � donn�e

l'in�mum des n�0(x) est atteint. En�n on note n(x) = inf�2
 n�(x), qui est
�egalement atteint. Le premier r�esultat est alors le suivant :

Lemme 7.17 - Choisissons en x 2 � un rep�ere complexe tel que la direction

�0 = (1 : 0) 2 CP1 soit stable. Alors l'application � du lemme 7.16 est lipschit-

zienne en 0, c'est-�a-dire que si le voisinage consid�er�e est assez petit, il existe
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une constante c > 0 telle que pour w assez petit,

sup
�2�(w)

j�j � c:jwj:

D�emonstration: Pour � assez petit, on a ��;�0(D)\� = fxg et I(��;�0) =
n�0(x). Pour � proche de �0, la propri�et�e (2) implique que I(��;�) = I(��;�0) =

n�0(x), qui d'apr�es la stabilit�e de �0 est �egal �a n�(x). Or si ��;�(D) rencontre �

en un autre point que x, les propri�et�es (4) et (5) impliquent que I(��;�) > n�(x)

ce qui constitue une contradiction. Donc pour � proche de �0 on a ��;�(D)\� =

fxg. Ceci signi�e qu'au voisinage de x, on ne peut pas avoir (� : w) proche de

(1 : 0) dans CP1, c'est-�a-dire que �=w est born�e ce qui est pr�ecis�ement le r�esultat.

2

Le même type d'argument en utilisant une famille plus grande de disques

permet d'obtenir de fa�con g�en�erique ce r�esultat pour un voisinage de x au lieu

du seul point x. Pour ce r�esultat, on dira qu'un point x 2 � est r�egulier si

pour tout x0 dans un voisinage de x on a n(x0) � n(x). En particulier un point

v�eri�ant n(x) = 1 est r�egulier. Dans le cas contraire on dira que le point est

singulier. On a alors :

Lemme 7.18 - L'ensemble des points r�eguliers de � est un ouvert dense. De

plus si x est un point r�egulier de �, il existe un rep�ere complexe tel que sur un

voisinage de x l'application � du lemme 7.16 v�eri�e les propri�et�es suivantes :

1) � est �a valeurs dans l'ensemble des m-uplets non-ordonn�es dont les m

composantes sont �egales (c'est-�a-dire que �(w) ne comporte qu'un seul point).

2) � est lipschitzienne.

Une cons�equence imm�ediate de ce lemme est qu'il existe un ouvert dense de

� qui a la structure d'une sous-vari�et�e lipschitzienne de X . Le lemme suivant

constitue alors le coeur de l'argument :

Lemme 7.19 - Soit x 2 � un point r�egulier. Alors il existe un voisinage de x

dans � qui est un disque pseudo-holomorphe plong�e.

Id�ee de D�emonstration: On part du r�esultat pr�ec�edent. Pour w petit,

�(w) ne comporte qu'un point qu'on notera encore �(w). Pour w 6= 0, on pose

@�(w) = �(w)
w

. Le but est de montrer que @� admet une limite en 0, ce qui

prouvera l'holomorphie en x. Pour cela, supposons que ce ne soit pas le cas :

alors il existe deux suites a1;i et a2;i qui convergent vers 0, telles que @�(a1;i)

converge vers une valeur c1;1 et @�(a2;i) converge vers une valeur c2;1 distincte

de c1;1. On choisit alors des indices i et j su�samment grands, et on pose

a1 = a1;i, a2 = a2;j , c1 = @�(a1) et c2 = @�(a2). On consid�ere alors le disque

donn�e par les points de coordonn�ees �0(�) = ( c1�c2
a1�a2 �

2 + c2a1�c1a2
a1�a2 �; �) pour j�j

inf�erieur �a un certain � �x�e. Ce disque rencontre � aux trois points distincts

dont les coordonn�ees sont (0; 0), (�(a1); a1) et (�(a2); a2).

Cependant les applications coordonn�ees ne sont rigoureusement pseudo-ho-

lomorphes qu'�a l'origine (d�efaut d'identi�cation de X au mod�ele de C 2 plat),

31



donc il faut perturber l�eg�erement �0 pour obtenir une application � pseudo-

holomorphe. Toutefois si on a choisi les indices i et j su�samment grands, de

telle sorte que a1 et a2 soient tr�es petits tandis que c2� c1 reste grand, le disque
perturb�e rencontre toujours � en au moins trois points. A cause des propri�et�es

(4) et (5) chacun de ces trois points contribue de fa�con positive au calcul de

I(�), et de plus la r�egularit�e de x et la d�e�nition de n� impliquent que chacune

de ces contributions est au minimum n(x). On a donc I(�)� 3n(x).

D'autre part, � est homotope �a �0 qui est d�e�ni �a partir d'un polynôme du

second degr�e. Lorsque i et j tendent vers l'in�ni, a1 et a2 tendent vers 0 donc

le coe�cient de � dans ce polynôme devient n�egligeable devant le coe�cient

de �2. Si on a choisi i et j assez grand, le disque qu'on a consid�er�e est donc

homotope de fa�con admissible au disque �1(D) o�u on a pos�e �1(�) = (�2; 0). La

propri�et�e (3) s'applique alors, et donne I(�1) = 2n(x). Or par la propri�et�e (2)

on a I(�) = I(�1) ce qui constitue une contradiction. Donc @� admet une limite

en 0, et � est pseudo-holomorphe. 2

En�n, on a le r�esultat suivant :

Lemme 7.20 - La surface � contient un nombre �ni de points singuliers.

La preuve, tr�es longue et technique, se base sur la constatation que les

propri�et�es telles que l'�egalit�e de di��erentes composantes d'un m-uplet peuvent

être vues comme l'annulation de certains polynômes sym�etriques en les com-

posantes. En e�et, en consid�erant le m-uplet comme l'ensemble des racines d'un

polynôme de degr�e m sur C (dont les coe�cients sont les fonctions sym�etriques

�el�ementaires), l'existence de deux composantes �egales par exemple s'�ecrit comme

l'annulation du discriminant du polynôme, c'est-�a-dire l'annulation d'un poly-

nôme en ses coe�cients, donc d'un polynôme sym�etrique en les composantes du

m-uplet. On peut prouver dans un premier temps �a partir de cette constatation

que l'ensemble des points singuliers est au plus d�enombrable, puis montrer qu'il

est �ni.

En�n, un argument similaire �a celui qui intervient dans la preuve du lemme

6.6 permet de conclure qu'il n'y a en fait pas de singularit�es. � est donc e�ect-

ivement une courbe pseudo-holomorphe.

Le dernier point �a v�eri�er est que la classe fondamentale de � est bien le

dual de c1(E). Or pour tout indice n, �n est le lieu des z�eros d'une section de

E, donc sa classe fondamentale est le dual de la classe d'Euler de E qui est �egale

�a c1(E). Par passage �a la limite, c'est aussi le cas de �. On a donc construit

�a partir d'une structure spinc ayant un invariant de Seiberg-Witten non nul une

courbe pseudo-holomorphe dont la classe fondamentale est duale de c1(E), ce

qui ach�eve la preuve du th�eor�eme 7.2.

8 Cons�equences

Le th�eor�eme 7.2 a de nombreux corollaires int�eressants, quand on l'utilise en

conjonction avec l'in�egalit�e d'adjonction g�en�eralis�ee suivante (voir [KM]) :
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Lemme 8.1 - Soit X une vari�et�e compacte orient�ee de dimension 4 avec b+2 �
2, et soit e 2 H2(X;Z) tel que e:e � 0. Soit g le genre minimal d'une surface

plong�ee dont la classe fondamentale est le dual de Poincar�e de e. Alors pour toute

spinc-structure dont l'invariant de Seiberg-Witten est non nul, lorsque g � 1 on

a 2� 2g + e:e � �jc1(L):ej, et lorsque g = 0, e:e � �jc1(L):ej.

Id�ee de D�emonstration : On commence par le cas o�u e:e = 0 et g � 1,

qui est celui trait�e dans [KM] (lemme 9). Pour cela on consid�ere une surface �

dont la classe fondamentale est e, et on remarque que le �br�e normal �a � est de

degr�e e:e = 0 donc trivial, N� �= �� C . Si on identi�e le �br�e normal avec un

voisinage tubulaire de �, le �br�e en cercles correspondant aux vecteurs de norme

1 dans N� fournit une sous-vari�et�e Y de X , de dimension 3, di��eomorphe �a

S1 � �. Y coupe X en deux composantes. De plus un voisinage de Y (ce qui

correspond �a "�epaissir" le �br�e en cercles) est di��eomorphe �a ]� a; a[�Y .
On peut choisir une m�etrique sur X dont la restriction �a ce voisinage est

une m�etrique produit, correspondant �a une m�etrique sur � pour laquelle la

courbure scalaire est constante. Par d�eformation de la m�etrique on peut �eloigner

arbitrairement f�ag�Y de fag�Y (dilatation du facteur "temporel"). On peut

alors montrer (proposition 8 de [KM]) qu'il existe une solution des �equations de

Seiberg-Witten qui est invariante par translation sur le facteur temporel, et dont

la connexion a une partie temporelle triviale.

Or si on normalise la m�etrique pour que l'aire de � soit �egale �a 1, la formule

de Gauss-Bonnet implique que la courbure scalaire sur � est �egale �a �2�(4g�4).
La proposition 4.4 implique alors que la solution � invariante par translation,

qui atteint son maximum par compacit�e de Y , v�eri�e j�j2 � 2�(4g � 4). Par

la proposition 4.2, j!�j2 = 2j�j4, donc j!�j � 2
p
2�(4g � 4) et donc jF+

A
j �p

2�(2g� 2). Comme la connexion A a une partie temporelle triviale, FA est le

relev�e d'une 2-forme sur Y , donc F+
A

et F�
A

sont de même norme, et on obtient

jFAj � 2�(2g� 2).

Il vient donc �a cause de la normalisation de l'aire de �,

jc1(L):ej = j i
2�

Z
�
FAj �

1

2�
sup jFAj � 2g � 2

d'o�u le r�esultat.

Pour g = 0 on proc�ede de même, mais la proposition 4.4 donne cette fois

l'in�egalit�e j�j2 � 0, et on obtient en �n de compte c1(L):e = 0 et donc l'in�egalit�e

voulue.

Le passage au cas e:e > 0 s'e�ectue par une suite d'�eclatements. On rappelle

que l'�eclat�e X 0 d'une vari�et�e complexe X en un point s'obtient un rempla�cant

un voisinage de ce point di��eomorphe �a un ouvert de 
 � C 2 par ��1(
) =
f(x; p) 2 
 � CP1; x 2 pg (o�u on voit un �el�ement de CP1 comme une droite

de C 2). La projection sur le premier facteur est bijective sauf au point o�u est

e�ectu�e l'�eclatement (car un �el�ement non nul de C 2 appartient �a une unique

droite vectorielle), et au point-base la �bre est CP1. L'op�eration d'�eclatement

correspond �a une somme connexe avec la vari�et�e CP
2
, ce qui fait apparâ�tre un

nouveau g�en�erateur � dans H2(X
0;Z) qui v�eri�e �:� = �1, et qui correspond �a

la classe fondamentale de la �bre CP1 au-dessus du point-base. � est de plus
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orthogonal �a l'image de H2(X;Z) puisque toute classe d'homologie de X peut

être repr�esent�ee par une courbe ne passant pas au point-base.

On e�ectue un �eclatement de X en un point x0 d'une courbe pseudo-holo-

morphe � de classe fondamentale e, et on note �0 la courbe correspondante dans
X 0. La classe fondamentale de �0 correspond �a e0 = e � � (car l'intersection

avec la �bre au-dessus de x0 comporte comme seul point la tangente �a � en x0),

et on a donc e0:e0 = e:e � 1. De plus �0 est di��eomorphe �a �, donc le genre

reste le même : g0 = g. Si on note c la classe de Chern du �br�e en droites L,

il faut montrer que les structures spinc sur X 0 correspondant �a c + � et c � �

ont même invariant de Seiberg-Witten que la structure initiale. En e�et, comme

(c� �):(e� �) = c:e� 1, le r�esultat sur e est alors �equivalent au r�esultat sur e0,
ce qui permet de conclure par r�ecurrence sur e:e.

Or comme X 0 = X#CP
2
, on peut choisir une m�etrique qui sur le col reliant

X �a CP
2
co��ncide avec la m�etrique produit sur S3 �R. La courbure scalaire y

�etant alors positive, la proposition 4.4 implique que toute solution s'annule sur

le col. D'autre part sur CP
2
, b+2 = 0, ce qui implique qu'une solution v�eri�e

F+
A

= 0 et donc !� = 0, et donc � = 0. En cons�equence les solutions sur X 0

correspondent aux solutions sur X . 2

On obtient alors les corollaires suivants.

Corollaire 8.2 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4 avec

b+2 � 2. Pour toute structure spinc dont l'invariant de Seiberg-Witten est non

nul, la dimension d dans la formule (4.3) (ou de fa�con �equivalente (5.3)) est

nulle.

D�emonstration: On peut supposer que le �br�e E associ�e �a la structure

spinc n'est pas trivial, car le cas E = I correspond �a la structure canonique, dont

on a vu �a la section 5 qu'elle v�eri�e d = 0. Le th�eor�eme 7.2 fournit alors une

courbe pseudo-holomorphe (non connexe) dont la classe fondamentale est duale

de c1(E). Pour chacune de ses composantes le dual de la classe fondamentale

sera not�e ei (on a
P
ei = c1(E), et pour i 6= j, ei:ej = 0).

Envisageons d'abord les composantes v�eri�ant ei:ei � 0. La formule d'ad-

jonction (6.1) donne 2 � 2gi + ei:ei = �c1(K):ei. Or si gi = 0, l'in�egalit�e

d'adjonction g�en�eralis�ee appliqu�ee �a la structure spinc canonique implique que

ei:ei = c1(K):ei = 0, et en reportant dans (6.1) on obtient une contradiction.

Donc on a gi � 1, et en utilisant l'in�egalit�e d'adjonction g�en�eralis�ee il vient

�c1(K):ei � �c1(L):ei. Or c1(L) = 2c1(E)� c1(K), donc on obtient c1(E):ei �
c1(K):ei.

Lorsque ei:ei < 0, on a c1(E):ei = ei:ei � �1, tandis que la formule

d'adjonction donne c1(K):ei = 2gi � 2 � ei:ei � 0 � 2 + 1 = �1, ce qui im-

plique qu'on a encore c1(E):ei � c1(K):ei. Donc chaque composante v�eri�e

�c1(K):ei+ c1(E):ei � 0(8.1)

Par somme sur les composantes, il vient c1(E):c1(E) � c1(K):c1(E), et donc

par la formule (5.3), d = �c1(K):c1(E)+ c1(E):c1(E) � 0. Comme SW est non

nul, on a forc�ement d � 0, donc d = 0. 2

34



Corollaire 8.3 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4 avec

b+2 � 2, et E un �br�e en droites non trivial tel que la structure spinc associ�ee a

un invariant de Seiberg-Witten non nul. Alors le dual de Poincar�e de c1(E) est

la classe fondamentale d'une courbe symplectique plong�ee (�eventuellement non

connexe). De plus pour chacune des composantes de cette courbe, si on note g

le genre et e le dual de la classe fondamentale, on a g = 1 + e:e.

D�emonstration: La premi�ere partie du r�esultat est exactement le th�eor�eme

7.2. L'hypoth�ese de non-trivialit�e de E sert �a assurer que la courbe obtenue n'est

pas vide (puisque sa classe fondamentale est alors non nulle).

Pour d�emontrer la seconde partie, on utilise la formule (8.1) qui a�rme que

�c1(K):ei + c1(E):ei � 0. Or le corollaire 8.2 a�rme que d =
P
(�c1(K):ei +

c1(E):ei) = 0, ce qui implique que pour chaque composante (8.1) est une �egalit�e,

c'est �a dire c1(K):ei = c1(E):ei = ei:ei. La formule d'adjonction (6.1) s'�ecrit

alors 2� 2gi+ ei:ei = �c1(K):ei = �ei:ei, d'o�u on d�eduit que gi = 1+ ei:ei. 2

Corollaire 8.4 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4 avec

b+2 � 2. Alors le dual de Poincar�e de c1(K) est repr�esent�e par une courbe

symplectique. De plus, si X ne contient pas de sph�ere plong�ee de nombre d'in-

tersection �1, alors c1(K):c1(K) � 0.

D�emonstration: Le th�eor�eme 7.7 a�rme que pour E = K l'invariant

de Seiberg-Witten est non nul. La premi�ere partie du corollaire est alors une

cons�equence imm�ediate du r�esultat pr�ec�edent.

Pla�cons-nous d�esormais dans l'hypoth�ese de la seconde partie, et notons

�a nouveau, pour chaque composante de la courbe symplectique qu'on vient

de construire, ei le dual de la classe fondamentale et gi le genre. Le corol-

laire 8.3 a�rme que gi = 1 + ei:ei, et l'hypoth�ese de non-existence de sph�eres

plong�ees d'intersection �1 implique que gi � 1, donc ei:ei � 0. Par somme

sur les composantes, comme ei:ej = 0 d�es que i 6= j et
P
ei = c1(K), il vient

c1(K):c1(K) � 0. 2

Corollaire 8.5 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4 avec

b+2 � 2, et supposons que X ne contient pas de sph�ere plong�ee symplectiquement

de nombre d'intersection �1. Alors la signature de la forme d'intersection de X

et les nombres de Betti de X v�eri�ent b+2 � 4
5(b1 � 1) + 1

5b
�
2 .

D�emonstration: Pour E = K, le th�eor�eme 7.7 a�rme que pour E = K,

l'invariant de Seiberg-Witten est non nul. La formule (5.3) implique que la

dimension d = �c1(K):c1(E) + c1(E):c1(E) est alors nulle. Or la formule (4.3)

a�rme que d = �2�+3�
4 + 1

4c1(K):c1(K), donc on a 2� + 3� = c1(K):c1(K), et

cette derni�ere valeur est positive par le corollaire 8.4. Donc on a 2� + 3� � 0,

or � = 2� 2b1 + b2, d'o�u l'in�egalit�e voulue. 2

Exemple d'application : Consid�erons une surface K3, par exemple une

surface alg�ebrique �4 de degr�e 4 dans CP3. �4 est une vari�et�e di��erentielle
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de dimension 4, compacte, orientable et simplement connexe. De plus �4 est

k�ahl�erienne, puisque c'est une vari�et�e alg�ebrique. Consid�erons maintenant la

somme connexe X = �4#�4, qui est toujours une vari�et�e de dimension 4, com-

pacte, orientable et simplement connexe. Le r�esultat pr�ec�edent implique que X

n'admet pas de structure symplectique compatible avec l'orientation.

En e�et, on sait (voir [DK]) que la forme d'intersection de �4 peut se mettre

sous la forme 2(�E8) � 3

 
0 1

1 0

!
, o�u E8 d�esigne l'unique forme quadratique

unimodulaire paire irr�eductible d�e�nie positive de rang 8. La forme d'intersection

de X est donc 4(�E8) � 6

 
0 1

1 0

!
. Supposons que X admette une structure

symplectique. On a b+2 = 6 > 1, et �a cause de la parit�e de la forme d'intersection

les hypoth�eses du corollaire 8.5 sont satisfaites. On devrait donc avoir b+2 �
1
5
(4b1� 4 + b�2 ) =

1
5
(�4 + 38) = 34

5
> 6 ce qui constitue une contradiction. Cet

exemple illustre donc le fait qu'une somme connexe de vari�et�es symplectiques

n'est pas n�ecessairement symplectique.

Remarquons toutefois qu'un tel r�esultat peut être d�eriv�e de fa�con syst�ematique

du th�eor�eme 7.7. En e�et, on a le r�esultat suivant ([T1], [KMT]) :

Proposition 8.6 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4, et

supposons que X peut se d�ecomposer en somme directe X = X1#X2. Alors la

forme d'intersection sur l'un des deux facteurs X1 ou X2 est d�e�nie n�egative.

En�n, un dernier corollaire du th�eor�eme 7.2 est le r�esultat suivant.

Corollaire 8.7 - Soit X compacte orient�ee symplectique de dimension 4 avec

b+2 � 2, et supposons que X ne contient pas de sph�ere plong�ee symplectiquement

de nombre d'intersection �1. Supposons �egalement que c1(K):c1(K) = 0. Alors

pour tout �br�e en droites E non trivial tel que la structure spinc associ�ee a un

invariant de Seiberg-Witten non nul, c1(E) est le dual de Poincar�e d'une r�eunion

disjointe de tores symplectiquement plong�es de nombre d'intersection 0.

D�emonstration: On traite d'abord le cas o�uE = K. Pour cela on applique

le corollaire 8.3 pour obtenir une courbe symplectique, dont chaque composante

v�eri�e gi = 1+ei:ei. L'hypoth�ese faite surX implique que gi � 1, et donc ei:ei �
0. Or on a

P
ei:ei = c1(K):c1(K) = 0, donc on a pour chaque composante

ei:ei = 0 et donc gi = 1.

Pour traiter le cas g�en�eral, on commence par appliquer l'in�egalit�e d'adjonc-

tion g�en�eralis�ee (lemme 8.1) aux composantes de la courbe symplectique obtenue

pour c1(K). Dans le cas gi = 1 et ei:ei = 0, le lemme 8.1 s'�ecrit c1(L):ei = 0. Par

somme sur les composantes on a donc c1(L):c1(K) = 0. Comme c1(K):c1(K) =

0, on a donc c1(E):c1(K) = 0. Par le corollaire 8.2, d = �c1(K):c1(E) +

c1(E):c1(E) = 0, donc c1(E):c1(E) = 0.

On applique alors le corollaire 8.3 pour obtenir une courbe symplectique dont

chaque composante v�eri�e g0
i
= 1 + e0

i
:e0
i
. L'hypoth�ese faite sur X implique que

g0
i
� 1 et donc e0

i
:e0
i
� 0. Or on a

P
e0
i
:e0
i
= c1(E):c1(E) = 0 donc e0

i
:e0
i
= 0 et

g0
i
= 1, d'o�u le r�esultat. 2
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